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In tro duction

Ce m¶emoire est une synthµesede mon activit ¶e de recherche depuis ma thµesed¶ebut¶eeen octobre
1993.Les travaux pr¶esent¶ess'inscrivent dans le cadre de l'inf ¶erencestatistique au senslarge. Plus
pr¶ecis¶ement, ils s'articulent autour desthµemessuivants :

{ estimation de quantiles extrêmes,
{ estimation de fronti µere,
{ r¶eduction de dimension en analysed'images,
{ estimation de courbesde r¶ef¶erence.

Mes contributions µa cesquatre domainessont d¶ecrites en autant de chapitres, num¶erot¶esde 1 µa 4,
pouvant être lus ind¶ependamment.

Le Chapitre 1 est consacr¶e µa l'estimation de quantiles extrêmes.Le quantile xpn d'ordre pn

d'une variable al¶eatoire X est le nombre qui a probabilit ¶e pn d'être d¶epass¶ee: P(X > xpn ) = pn :
Dans le casoµu pn < 1=n, cequantile est dit extrêmecar il est \en g¶en¶eral" sup¶erieur µa l'observation
maximale. L'estimation detels quantiles n¶ecessitedesm¶ethodessemi-param¶etriquesd'extrap olation
au-delµa de l'observation maximale faisant le minimum d'hypothµesessur la loi de X .

Le problµeme abord¶e dans le Chapitre 2 est l'estimation d'un ensemble D µa partir de points
dispos¶esal¶eatoirement dans celui-ci. Le problµemen'est pas trait ¶e ici dans toute sa g¶en¶eralit¶e mais
on se restreint au casd'ensembles de la forme D = f (x;y) : x 2 E ; 0 · y · f (x)g; E ¶etant un
sous-ensemble de Rd connu, et f une fonction de E dans R+ inconnue, si bien que l'estimation de
D seramµeneµa celle de la fonction fronti µere f .

Les m¶ethodesde r¶eduction de dimension non-lin¶eairesintro duites Chapitre 3 ont ¶et¶e motiv¶ees
par desapplications µa l'analyse d'images. Une image peut en e®etêtre repr¶esent¶eepar un vecteur
de grandedimensionet lesm¶ethodesde r¶eduction de dimension lin¶eairessont souvent mal adapt¶ees
µa repr¶esenter les d¶eformations mêmesimplesd'une image.

Dans le Chapitre 4 de nouvellesm¶ethodologiespour l'estimation de courbesde r¶ef¶erencessont
pr¶esent¶ees.Cesapprochessont bas¶eessur une estimation non-param¶etrique de quantiles condition-
nels pr¶ec¶ed¶eesi besoinest d'une ¶etape de r¶eduction de dimension de la covariable.

En¯n, je montre dans le dernier chapitre de ce document comment la confrontation de ces
domainesde recherche avec d'autres th¶ematiquesfait naitre de nouvellesperspectives.Avant cela
j'aimerais souligner les liens qui unissent cesrecherches.

Tout d'abord, les probl¶ematiquesdeschapitres 1, 3 et 4 sont issuesde collaborations avec des
industriels, respectivement EDF (¶electricit¶e de France), le CEA (commissariat µa l'¶energieatomique)
et le CERIES (centre de recherche et d'investigation ¶epidermiqueset sensoriellesde Chanel). En
rµegleg¶en¶erale, les travaux d¶ecrits dans ce m¶emoire s'¶etendent de l'¶etude th¶eorique d'une m¶ethode
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statistique au d¶eveloppement d'outils logiciels l'impl ¶ementant. Dans le casde l'estimation de quan-
tiles extrêmeset de courbesde r¶ef¶erence,les logiciels sont mis µa la disposition de tous [32, 50].

Ensuite, les quatre domainesde recherche abord¶es font appel µa des thµemescommuns. Ainsi,
l'estimation de fronti µere, de courbesde r¶ef¶erenceet la r¶eduction de dimension en analysed'images
relµevent toutes trois de l'estimation fonctionnelle, et estimation de quantiles extrêmesou de courbes
de r¶ef¶erencesfont appel µa desm¶ethodessemi-param¶etriques. Notons que cesdeux derniµeresprobl¶e-
matiques associ¶eesµa l'estimation de fronti µere peuvent être consid¶er¶eescommedi®¶erents aspects de
l'estimation de quantiles, conditionnels ou non. D'autre part le souci de la r¶eduction de dimension
seretrouve µa la fois en analysed'images et dans le cadre de l'estimation de courbesde r¶ef¶erence.

Conventions

Les notations suivantes seront utilis ¶eesdans ce m¶emoire:
{ Si (An ) et (Bn ) sont deux suites r¶eellespositives,on ¶ecrit An ³ Bn lorsque

0 < lim
n!1

inf An=Bn · lim
n!1

supAn=Bn < + 1 :

An ³ 0 s'interprµete par An ! 0. On note An » Bn si An=Bn ! 1 quand n ! 1 :

{ La convergenceen loi est not¶ee d! et la convergenceen probabilit ¶e est not¶ee P! .

En¯n, dans les chapitres suivants, les r¶esultats sont parfois ¶enonc¶essousdeshypothµesessimpli¯ ¶ees
a¯n de ne pas alourdir la pr¶esentation.
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Chapitre 1

Estimation de quan tiles extr êmes

Supposonsque l'on dispose de n observations x1; : : : ;xn d'une grandeur physique mod¶elis¶ee
par une variable al¶eatoire X . Le quantile xpn d'ordre pn de X est la quantit ¶e qui a la probabilit ¶e
pn d'être d¶epass¶ee: P(X > xpn ) = pn : Dans le cas oµu pn < 1=n, ce quantile est dit extrême
car il est \en g¶en¶eral" sup¶erieur µa l'observation maximale. Plus pr¶ecis¶ement, si X n;n d¶esignela
maximum de n variables al¶eatoires ind¶ependantes et de même loi que X , alors npn ! 0 implique
P(xpn > X n;n ) ! 1 quand n ! 1 .
Les problµemesd'estimation de quantiles extrêmessetrouvent typiquement en hydrologie: µa partir
de mesuresx1; : : : ;xn de d¶ebit d'une rivi µere sur 50 ans, estimer le d¶ebit de la crue du siµecle. Les
problµemesabord¶esdanscechapitre trouvent cependant leur motivation dansun domainedi®¶erent,
la ¯abilit ¶e. A l'exception du paragraphe1.4, les r¶esultats obtenus ici ont en e®et¶et¶e acquisdans le
cadre d'une collaboration de 7 ann¶eesentre le projet is2 de l'INRIA Rhône-Alpes et la direction
des¶etudeset recherche de EDF. La conclusionde cette collaboration a ¶et¶e le d¶eveloppement d'un
logiciel d'¶etude desqueuesde distribution.
Nous pr¶esentons au paragraphe1.1 la th¶eorie des valeurs extrêmes,et la notion de domaine d'at-
traction, qui sont µa la basedesm¶ethodesd¶evelopp¶eesici. Les paragraphes1.2 µa 1.4 pr¶esentent les
m¶ethodes d'estimation des quantiles extrêmes,class¶eespar domaine d'attraction, que nous avons
propos¶ees.Un test d'ad¶equation d¶edi¶e aux queuesde distribution et utilisant la notion de quantile
extrêmeest intro duit paragraphe1.5. Le logiciel Extremes oµu sont implant¶eesquelquesunes de
cesm¶ethodesest briµevement pr¶esent¶e paragraphe1.6. En¯n, quelquesperspectivessont propos¶ees
paragraphe1.7.

1.1 La th ¶eorie des valeurs extr êmes

Soit X une variable al¶eatoire r¶eellede fonction de r¶epartition F et de fonction de survie ¹F = 1¡ F .
On note xF = supf x 2 R; F (x) < 1g le point terminal de F . On intro duit ¶egalement u · xF un
r¶eel appel¶e seuil. L'excµesY de X au delµa du seuil u est la variable al¶eatoire d¶e¯nie par Y = X ¡ u
quand X > u. Soit f X 1; : : : ;X ng un ¶echantillon de n variablesal¶eatoiresind¶ependantes et de même
loi que X et soit X 1;n · ¢¢¢· X n;n les statistiques d'ordre associ¶ees.
La th¶eorie desvaleurs extrêmes¶etablit deux typesde comportement asymptotique. D'une part, le
th¶eorµeme des valeurs extrêmesdonne la loi asymptotique de X n;n , le maximum de l'¶echantillon,
lorsque n tend vers l'in¯ni. Ce r¶esultat est pr¶esent¶e dans le paragraphe 1.1.1. D'autre part, le



6 Chapitre 1. Estimation de quantiles extrêmes

th¶eorµeme de Pickands donne la loi asymptotique de l'excµes Y quand le seuil u tend vers le point
terminal xF . Ce r¶esultat est pr¶esent¶e dans le paragraphe1.1.2.

1.1.1 Le th ¶eorµeme des valeurs extr êmes

Th ¶eorµeme 1.1.1 Sous certaines conditions de r¶egularit¶e sur F , il existe » 2 R et deux suites
r¶eelles (®n )n¸ 1 et (¯ n )n¸ 1 (¯ n > 0) tels que 8x 2 R;

lim
n!1

P(¯ ¡ 1
n (X n;n ¡ ®n ) · x) = lim

n!1
F n (®n + ¯ nx) = H»(x);

oµu H» est la fonction de r¶epartition de la loi desvaleurs extrêmes(EVD) :

H»(x) =

(
exp

h
¡ (1 + »x)¡ 1=»

+

i
si » 6= 0; oµu y+ = max(0; y):

exp(¡ exp(¡ x)) si » = 0:
(1.1)

Les conditions de r¶egularit¶e sur F sont d¶ecrites dans [19], page 108 et [46], page 54. Elles sont
v¶eri¯ ¶ees pour la plupart des lois usuelles. La loi de fonction de r¶epartition H » est appel¶ee loi
des valeurs extrêmes, et le paramµetre » est appel¶e indice des valeurs extrêmes. Si F v¶eri¯e le
Th¶eorµeme1.1.1, on dit que F appartient au domaine d'attraction de H ». On distingue alors trois
cas:

{ si » < 0, F appartient au domaine d'attraction de Weibull, et l'on note F 2 DA(Weibull),
{ si » = 0, F appartient au domaine d'attraction de Gumbel, et l'on note F 2 DA(Gumbel),
{ si » > 0, F appartient au domaine d'attraction de Fr¶echet, et l'on note F 2 DA(Fr¶echet).

Des descriptions de cestrois domainesd'attraction sont propos¶eesdans le paragraphe1.1.3.

1.1.2 Le th ¶eorµeme de Pic kands

La fonction de r¶epartition de l'excµesY au-delµa du seuil u est not¶eeFu , la fonction de survie associ¶ee
s'¶ecrit pour x ¸ 0:

¹Fu(x) = P(X ¡ u > xjX > u) = ¹F (u + x)= ¹F (u):

Le th¶eorµemede Pickands [107] donne une approximation de cette fonction de survie (ou de fa»con
¶equivalente de la fonction de r¶epartition) lorsque le seuil u est proche du point terminal xF .

Th ¶eorµeme 1.1.2 F appartient au domaine d'attr action de H » si et seulement si il existe une
fonction ¾telle que

lim
u! xF

sup
0<x<x F ¡ u

¯
¯
¯ ¹Fu(x) ¡ ¹F GPD

»;¾(u) (x)
¯
¯
¯ = 0; (1.2)

oµu ¹F GPD
»;¾ est la fonction de survie de la loi de Pareto g¶en¶eralis¶ee (GPD) :

¹F GPD
»;¾ (x) =

½
(1 + »x=¾)¡ 1=» si » 6= 0;
exp(¡ x=¾) si » = 0;

(1.3)

d¶e¯nie pour x ¸ 0 si » ¸ 0 et 0 · x · ¡ ¾=» sinon.

Remarquonsque si F 2 DA(Gumbel), alors ¹F GPD
0;¾ , la fonction de survie associ¶eepar le th¶eorµemede

Pickands,est la fonction de survie d'une loi exponentielle d'esp¶erance¾. De plus, si F est elle-m̂eme
la fonction de r¶epartition d'une loi exponentielle alors l'approximation de Pickands est exactedans
le sensoµu la loi de l'excµesest exponentielle quel que soit le seuil.
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1.1.3 Description des domaines d'attraction

Nous rappelonsles conditions n¶ecessaireset su±santes sur une fonction de r¶epartition pour qu'elle
appartienne µa un domaine d'attraction. Ces caract¶erisations font appel aux classesde fonctions µa
variations r¶eguliµeresRV½ et de fonctions µa variations r¶eguliµeres lissesSR ½ [11], paragraphes1.4,
1.5, 1.8, 2.3 et 2.4. Dans lesdeux cas,½2 R est appel¶e indice de variations r¶eguliµeres,et si ½= 0, on
parle de variations lentes (lisses).Les domainesd'attraction de Fr¶echet et Weibull secaract¶erisent
alors ais¶ement µa partir de RV0.

Th ¶eorµeme 1.1.3
(i) F appartient µa DA(Fr¶echet) avec un indice de valeurs extrêmes» > 0 si et seulement
si (a) xF = + 1 et (b) il existe ` 2 RV0 tel que ¹F (x) = x ¡ 1=»`(x):

(ii) F appartient µa DA(Weibul l) avec un indice de valeursextrêmes» < 0 si et seulement
si (a) xF < + 1 et (b) il existe ` 2 RV0 tel que ¹F (x) = (xF ¡ x)¡ 1=»`((xF ¡ x)¡ 1).

Le domaine d'attraction de Gumbel peut, quant µa lui, être d¶ecrit µa partir des fonctions de type
Von-Mises [42], Th¶eorµeme 3.3.26. Cependant, il n'en existe pas de caract¶erisation simple. Nous
proposonsci-dessousun exemplede classede lois repr¶esentatif de la diversit¶e deslois de cedomaine
d'attraction. Ce dernier contient desfonctions de r¶epartition F de point terminal ¯ni ou in¯ni. Ici,
nousnouslimitons au secondcas.Plus pr¶ecis¶ement, nousd¶e¯nissonsla famille suivante de fonctions
de r¶epartition, intro duite dans [37].

D¶e¯nition 1.1.1 Une fonction de r¶epartition F appartient µa C ½ DA(Gumbel) si
(i) F est inversible.
(ii) La fonction V : x 2 R+

¤ ! V (x) = ¹F ¡ 1(exp(¡ x)) 2 R (fonction de hasard cumul¶ee
inverse) appartient µa C1

µ [ C2 [ C3
µ avec

C1
µ = SR µ, µ > 0, µ 6= 1;

C1
1 = C1

1;1 [ C1
1;¿ = f V 2 SR 1 : V 00= 0g [ f V 2 SR 1 : jV 00j 2 SR ¡ 1¡ ¿g, ¿ ¸ 0,

C2 = f V 2 SR 0; V 0 2 SR ¡ 1g;
C3

µ = f V = expg; g 2 SR µ; 0 < µ < 1g:

Pour conclureceparagraphelesdomainesd'attraction associ¶esµa quelqueslois usuellessont pr¶ecis¶es.

Exemple 1.1.1
{ Domaine d'attr action de Fr¶echet (» > 0) : Loi de Burr, loi de Fr¶echet, loi de Pareto, loi de

Student.
{ Domaine d'attr action de Weibull (» < 0) : Loi uniforme (» = ¡ 1), loi inverse de Burr.
{ Domaine d'attr action de Gumbel (» = 0) : Loi exponentielle (C1

1;1 ), loi gamma (C1
1;1), loi

normale (C1
1=2), loi de Weibull (C1

1=¯ , ¯ ¶etant le paramµetre de forme), loi double-exponentielle

(C2) de fonction de survie ¹F (x) = exp(¡ exp(x)) , loi lognormale (C3
1=2).

1.1.4 M ¶etho de des excµes pour l'estimation des quan tiles extr êmes

Nous donnons ici les grandes lignes de la m¶ethode des excµes, d¶e¯nie dans [15] et bas¶ee sur le
th¶eorµeme de Pickands. Rappelons que l'on cherche µa estimer le quantile extrême xpn d¶e¯ni par
¹F (xpn ) = pn avec 0 < pn < 1=n. Pour cela, on intro duit un secondquantile un , classiquecelui-ci,
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d¶e¯ni par ¹F (un ) = cn , avec 1=n · cn < 1. L'heuristique de la m¶ethode des excµes consistealors µa
appliquer l'approximation (1.2) avec u = un et x = xpn ¡ un pour obtenir l'approximation ~xGPD

pn
de

xpn :

~xGPD
pn

= un + ( ¹F GPD
»;¾(un ) )

¡ 1(pn=cn ) = un ¡
¾(un )

»

³
1 ¡ (cn=pn )»

´
: (1.4)

L'estimateur correspondant est obtenu en estimant un par X n¡ kn +1 ;n oµu kn = ncn et en rempla»cant
¾(un ) et » par des estimateurs appropri¶es ¾̂n et »̂n construits sur la base des excµes ordonn¶es
f X n¡ i +1 ;n ¡ X n¡ kn +1 ;n ; i = 1; : : : ;kn ¡ 1g. Des exemplessont donn¶es au paragraphe 1.1.5. On
obtient alors:

x̂GPD
pn

= X n¡ kn +1 ;n ¡
¾̂n

»̂n

³
1 ¡ (cn=pn )»̂n

´
: (1.5)

Un cas particulier important de cet estimateur est l'estimateur ET (Exponential Tail) intro duit
dans [15]. Il consisteµa supposerque la fonction de r¶epartition F est dans le domaine d'attraction
deGumbel. Dµeslors, il su±t deposer»̂n = 0 dans(1.5) et d'estimer ¾(un ) par la moyenneempirique
desexcµes,

¾̂n =
1

kn ¡ 1

kn ¡ 1X

i =1

(X n¡ i +1 ;n ¡ X n¡ kn +1 ;n ); (1.6)

pour obtenir l'estimateur ET de xpn :

x̂ET
pn

= X n¡ kn +1 ;n + ¾̂n log(cn=pn ): (1.7)

1.1.5 Estimation des param µetres de la loi GPD

L'estimation desparamµetres» et ¾de la loi GPD µa partir d'un ¶echantillon d'excµesest un problµeme
d¶elicat en pratique. La principale di±cult ¶e provient du fait que, sur un ¶echantillon de n observa-
tions, on ne peut disposerque de kn excµespour r¶ealiserl'estimation (le choix du nombre kn d'excµes
est ¶egalement un problµemeen lui-même). Dans ce contexte, l'estimateur du maximum de vraisem-
blance[115]estpeuutilis ¶ecar d'une part, il posedesproblµemesnum¶eriqueset d'autre part il est peu
performant pour desnombres d'excµes inf¶erieurs µa 500 [28, 81]. Parmi les nombreusespropositions
existantes pour pallier ceslimitations citons les estimateurs desmoments pond¶er¶es[87].

1.2 Estimation dans DA(Gum bel)

Notre contribution µa l'estimation desquantiles extrêmesdans le domaine d'attraction de Gumbel
porte sur deux points. Dans un premier temps, nous avons ¶etudi¶e les propri¶et¶es asymptotiques
de l'estimateur ET d¶e¯ni en (1.7). Dans un secondtemps, nous avons propos¶e un estimateur des
quantiles extrêmesd¶edi¶e µa la classeC1

µ , µ > 0.

1.2.1 Propri ¶et¶es asymptotiques de l'estimateur ET

Ce travail a ¶et¶e r¶ealis¶e en collaboration avec Jean Diebolt (CNRS, Universit¶e de Marne-la-Vall¶ee).
L'¶etude des propri¶et¶es asymptotiques de l'estimateur ET a ¶et¶e n¶eglig¶ee dans la litt ¶erature. On
trouve cependant dans [29] un r¶esultat donnant la loi asymptotique de la di®¶erencex̂ET

pn
¡ xpn , mais

nousavonsmontr ¶e [37] quecer¶esultat est en g¶en¶eral faux. Pour notre part, nousavonstout d'abord
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¶etudi¶e le comportement du terme d¶eterministe ~xET
pn

¡ xpn puis du terme stochastique x̂ET
pn

¡ ~xET
pn

, oµu
~xET

pn
est l'approximation du quantile extrêmed¶e¯nie par analogieavec (1.4) par

~xET
pn

= un + ( ¹F GPD
0;¾(un ) )

¡ 1(pn=cn ) = un + ¾(un ) log(cn=pn ): (1.8)

1.2.1.1 Etude du terme d¶eterministe

Les d¶etails de cette ¶etude sont parus dans [72]. Nous avons montr ¶e que, dans la classeC, l'approxi-
mation (1.8) est un casparticulier de

~xET ;k
pn

= un +
kX

i =1

¾[i ]
n

i !
logi (cn=pn );

oµu ¾[i ]
n = V (i ) (¡ logcn ), appel¶ee approximation d'ordre k du quantile xpn . On v¶eri¯e en e®etque

~xET ;1
pn = ~xET

pn
. On note " app ;k

n = (xpn ¡ ~xET ;k
pn )=xpn , l'erreur d'approximation d'ordre k et on intro duit la

suite de fonctions K k (x) = xkV (k) (x)=V(x); x > 0; k ¸ 0: On supposeque les ordres desquantiles
peuvent s'¶ecrire pn = 1=nq+ ´ n , cn = 1=nq0+ ´ 0

n avec 0 < q0 · 1 · q, ´ n ! 0, ´ 0
n ! 0 et ´ n ³ ´ 0

n . De
plus, si q = q0 = 1 alors on supposeque ´ 0

n < 0 < ´ n . En¯n, on note Nk = f 1; : : : ;kg. Le r¶esultat
suivant donne desconditions n¶ecessaireset su±santes pour que l'erreur d'approximation d'ordre k
convergevers 0.

Th ¶eorµeme 1.2.1 Soit F 2 C.
(i) Si V 2 C1

1=µ et µ 2 Nk alors " app ;k
n ! 0 pour tout 0 < q0 · 1 · q.

De plus, si q 6= q0 alors " app ;k
n ³ K k+1 (log n).

(ii) Si V 2 C1
1=µ et µ =2 Nk alors [" app ;k

n ! 0 , q = q0 = 1 ].

De plus, si q = q0 = 1 alors " app ;k
n »

µ(µ ¡ 1) : : : (µ ¡ k)
(k + 1)!

(´ n ¡ ´ 0
n )k+1 .

(iii) Si V 2 C2 alors " app ;k
n ! 0 pour tout 0 < q0 · 1 · q.

De plus, si q 6= q0 alors " app ;k
n ³ K k+1 (log n).

(iv) Si V 2 C3
µ alors [" app ;k

n ! 0 ) q = q0 = 1 ].
Inversement, si q = q0 = 1 et s'il existe s > 0 tel que ´ n logµ+ s(n) ! 0 alors " app ;k

n ! 0
et " app ;k

n ³ (´ n ¡ ´ 0
n )k+1 K k+1 (log n).

Ce r¶esultat ¶etablit le lien entre les ordres pn et cn des quantiles µa estimer et la classeµa laquelle
la loi appartient. Dans les cas (ii) et (iv) la convergencede l'erreur d'approximation vers 0 im-
posede choisir p = p0 = 1, ce qui implique log(1=pn )=log(n) ! 1. Dans de telles situations, les
approximations ~xET ;k

pn ne sont proches de xpn que pour des quantiles \p eu" extrêmes,c'est µa dire
prochesde l'observation maximale. Consid¶erons le cask = 1, correspondant µa la m¶ethode ET. Le
Th¶eorµeme 1.2.1 montre que l'approximation ET est de bonne qualit¶e pour les lois dont la fonc-
tion de survie d¶ecroit tr µesvite vers 0 (classeC2), le quantile extrêmexpn peut être approch¶e sans
condition sur sonordre pn . A l'in verse,les lois dont la fonction de survie d¶ecroit relativement lente-
ment vers0 (classeC3

µ) demandent de fortes conditions sur l'ordre du quantile pn a¯n d'obtenir des
approximations acceptables.La classeC1

µ , µ 6= 1 repr¶esente un cas interm¶ediaire. En¯n, la classe
C1

1 conduit µa des approximations de bonne qualit¶e car les lois consid¶er¶eessont proches de la loi
exponentielle.
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Il est int¶eressant de remarquer que la convergenceou non vers 0 de l'erreur d'approximation " app ;k
n

ne d¶epend pas de l'ordre de l'approximation k dans les classesC1
1=µ, µ =2 N, C2 et C3

µ . Par exemple

l'erreur correspondant µa l'approximation naÄ³ve ~xET ;0
pn = un convergevers0 souslesmêmesconditions

que l'erreur associ¶ee µa l'approximation ET : ~xET ;1
pn = ~xET

pn
. De ce point de vue, l'approximation de

Pickands ne modi¯e pas la nature de la convergence.

1.2.1.2 Etude du terme sto chastique

Les d¶etails de cette ¶etude sont publi¶esdans [37]. Les r¶esultats sont obtenus ici pour une classede
fonctions de r¶epartition plus g¶en¶erale que la pr¶ec¶edente.

D¶e¯nition 1.2.1 Une fonction de r¶epartition F appartient µa D ½ DA(Gumbel) si
(i) F est inversible et deux fois d¶erivable.
(ii) La fonction d¶e¯nie par A : x 2 R+

¤ ! A(x) = V 00=V0(log x) 2 R,
oµu V(x) = ¹F ¡ 1(exp(¡ x)) v¶eri¯e les conditions suivantes:
A(x) ! 0 quand x ! + 1 ,
A est asymptotiquementde signe constant,
Il existe ½· 0 tel que jAj 2 RV½.

On a commeannonc¶e C ½ D ½ DA(Gumbel), et le r¶esultat est le suivant:

Th ¶eorµeme 1.2.2 Soit F 2 D et soit a : x 2 R ! V 00=V0(V ¡ 1(x)) 2 R. Si kn ! + 1 , cn ! 0,
pn=cn ! 0 et k1=2

n a(un ) ! 0 alors

k1=2
n

¾(un ) log(cn=pn )

¡
x̂ET

pn
¡ ~xET

pn

¢ d! N (0;1) quand n ! 1 :

L'application ce th¶eorµemeaux lois de la classeC permet d'obtenir des formes plus explicites pour
la condition k1=2

n a(un ) ! 0.
Corollaire 1.2.1 Soit F 2 C. Si kn ! + 1 et pn=cn ! 0 alors dans les cas suivants:

(i) V 2 C1
µ [ C2, µ 6= 1 et kn = o((log n)2),

(ii) V 2 C1
1;1 et kn = o(n),

(iii) V 2 C1
1;¿ et kn = O((log n)2(1+ ¿)¡ ±) 8± > 0 arbitrairement petit,

(iv) V 2 C3
µ et kn = O((log n)2(1¡ µ)¡ ±) 8± > 0 arbitrairement petit,

on a,
k1=2

n

¾(un ) log(cn=pn )

¡
x̂ET

pn
¡ ~xET

pn

¢ d! N (0;1) quand n ! 1 :

1.2.2 Cas des lois µa queue de typ e Weibull

Parmi les familles de lois de C, la classeC1
µ est la plus int¶eressante dans le sensoµu elle englobe

la majorit ¶e des lois de DA(Gumbel): Weibull, gamma, normale ... De ce fait, des estimateurs des
quantiles extrêmesd¶edi¶esµa cette famille de lois ont ¶et¶e intro duits, par exemple[9, 5, 16, 94]. Plus
pr¶ecis¶emment, cesestimateurs s'adressent aux lois dont la fonction de survie satisfait l'hypothµese
suivante :
(A.1) : ¹F (x) = exp(¡ H (x)), avec V (t) = H ¡ 1(t) = tµ`(t) et ` 2 RV0.
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De telles lois sont appel¶ees lois µa queue de type Weibull. Ce sont essentiellement les lois de la
classeC1

µ dont les conditions de r¶egularit¶e sur V , l'in versede la fonction de hasard cumul¶ee, sont
assouplies.Le paramµetre µ est appel¶e indice de queuede type Weibull. L'estimation desquantiles
extrêmespour les lois µa queuede type Weibull passealors par l'estimation de µ.

1.2.2.1 Estimation de l'indice de queue de W eibull

Dans [67], nous proposonsl'estimateur suivant du paramµetre µ:

µ̂n =
kn ¡ 1X

i =1

(log(X n¡ i +1 ;n ) ¡ log(X n¡ kn +1 ;n ))

,
kn ¡ 1X

i =1

(log2 (n=i) ¡ log2 (n=kn )) ; (1.9)

oµu log2 (t) = log(log(t)), t > 1 et (kn ) est une suite d'entiers tels que 1 · kn < n. Cet estimateur
apparâ³t naturellement si l'on considµere la fonction quantile d¶e¯ne par

q(t) = ¹F ¡ 1(t) = V (log(1=t)) = (log(1=t)) µ`(log(1=t)) ; (1.10)

et si l'on remarqueque pour s et t prochesde 0 que

log(q(t)) ¡ log(q(s)) = µ(log2 (1=t) ¡ log2 (1=s)) + log
µ

`(log(1=t))
`(log(1=s))

¶

' µ(log2 (1=t) ¡ log2 (1=s)) : (1.11)

Cette derniµere approximation est justi¯ ¶ee par le fait que ` est une fonction µa variations lentes. Il
est important de remarquer que (1.11) est exactedans le casdeslois de Weibull oµu ` est constante.
Cette propri¶et¶e n'est en g¶en¶eral pas v¶eri¯ ¶ee pour les autres estimateurs de µ (par exemple [16]
ou [5]) ce qui se r¶evµele p¶enalisant dans la pratique, voir [67] pour une comparaisondes di®¶erents
estimateurs sur simulations. La consistancede µ̂n y est ¶etablie :

Th ¶eorµeme 1.2.3 Sous(A1) , si kn ! 1 et kn=n ! 0 alors µ̂n
P! µ.

La normalit ¶e asymptotique requiert l'hypothµesede secondordre habituelle sur la fonction µa va-
riations lentes ` : il existe ½· 0 et b(x) ! 0 tels que, uniform¶ement localement en ¸ ¸ 1 quand
x ! 1 ,

(A.2) : log
µ

`(¸x )
`(x)

¶
» b(x)K ½(¸ ),

oµu K ½(¸ ) =
R¸

1 u½¡ 1du. Le paramµetre ½· 0 contr ôle la vitessedeconvergencedu rapport `(¸x )=`(x)
vers 1. La condition (A2) est la cl¶e de voute des preuves de normalit ¶e asymptotique pour les
estimateurs bas¶essur les valeurs extrêmes.Nous renvoyons µa [85] ou [7] pour d'autres utilisations
dans descontextes identiques. Notre r¶esultat est alors le suivant :

Th ¶eorµeme 1.2.4 Sous(A1) et (A2) , k1=2
n (µ̂n ¡ µ) d! N (0;µ2), pour toute suite (kn ) telle que

kn ! 1 ; k1=2
n b(log(n=kn )) ! 0 et k1=2

n =log(n=kn ) ! 0: (1.12)
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1.2.2.2 Estimation des quan tiles extr êmes

Disposant d'un estimateur µ̂n de l'indice de queuede Weibull µ, nousproposonsdans [57] d'estimer
le quantile xpn par l'estimateur WT (Weibull Tail) :

x̂WT
pn

= X n¡ kn +1 ;n

µ
log(1=pn )
log(1=cn )

¶ µ̂n

; (1.13)

oµu, commepr¶ec¶edemment, cn = kn=n. Lµa encore,cet estimateur b¶en¶e¯cie d'une justi¯cation intui-
tiv e. Pour s et t prochesde 0, la fonction quantile d¶e¯nie en (1.10) v¶eri¯e

q(t)
q(s)

=
V (log(1=t))
V (log(1=s))

'
µ

log(1=t)
log(1=s)

¶ µ

;

ce qui permet, de fa»con similaire µa l'approche des excµes d¶ecrite paragraphe 1.1.4, de remplacer
l'estimation d'une quantile extrêmepar l'estimation d'un quantile classique.
En intro duisant ¿n = log(1=pn )=log(1=cn ), on a les th¶eorµemesasymptotiques suivants.

Th ¶eorµeme 1.2.5 Sous(A1) , si kn ! 1 , kn=n ! 0 et ¿n ³ 1 alors x̂WT
pn

=xpn

P! 1 quand n ! 1 .

Th ¶eorµeme 1.2.6 Sous(A1) et (A2) , si (1.12) est v¶eri¯ ¶ee et si ¿n ! 1 alors,

log(1=cn )k1=2
n

log(cn=pn )

µ
x̂WT

pn

xpn

¡ 1
¶

d! N (0;µ2):

L' ¶etude du comportement de cet estimateur sur simulations est bas¶ee sur la notion de pouvoir
d'extrap olation intro duite dans [41].

1.3 Estimation dans DA(F r¶echet)

L'estimation des quantiles extrêmesdans le domaine d'attraction de Fr¶echet par la m¶ethode des
excµes (1.5) n¶ecessitel'estimation des deux paramµetres » et ¾ de la loi GPD. Les di±cult ¶es li¶ees
µa cette estimation ont ¶et¶e ¶evoqu¶eesdans le paragraphe 1.1.5. Nous proposons ici une m¶ethode
d'inf ¶erencebay¶esiennepour tenter de d¶epassercesdi±cult ¶es.
Ce travail a ¶et¶e r¶ealis¶e en collaboration avec Jean Diebolt (CNRS, Universit¶e de Marne-la-Vall¶ee),
Mhamed-Ali El-Aroui (ISG de Tunis) et Myriam Garrido (ENA C, Universit¶e Toulouse3) dans le
cadre de la thµesede cette derniµere ([58], Chapitre 3). Une synthµesede la m¶ethode est pr¶esent¶ee
dans [33].

1.3.1 Estimation bay¶esienne des param µetres de la loi GPD

Reparam ¶etrisation de la loi GPD. La param¶etrisation standard de la fonction de survie
¹F GPD

»;¾ de loi GPD d¶ecrite en (1.3) est remplac¶ee par une nouvelle param¶etrisation mieux adapt¶ee
dans le cas » > 0 qui nous int¶eresseici. Deux nouveaux paramµetres positifs ® = 1=» et ¯ = ¾=»
sont intro duits et leur coupleest not¶e µ = (®;¯ ). La fonction de survie ainsi reparam¶etr¶eeest not¶ee
¹FGPD (: j µ) et s'¶ecrit

¹FGPD (y j µ) =
µ

1 +
y
¯

¶ ¡ ®

; y ¸ 0; (1.14)
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et la densit¶e associ¶eeest

f GPD (y j µ) =
®
¯

µ
1 +

y
¯

¶ ¡ ®¡ 1

; y ¸ 0: (1.15)

Nous supposons disposer de r¶ealisations y = (y1; : : : ;yk ) de variables al¶eatoires ind¶ependantes
et identiquement distribu ¶eesY1; : : : ;Yk selon (1.14){(1.15). En pratique, il s'agit d'excµes au-delµa
d'un seuil u de variables al¶eatoires X 1; : : : ;X n ind¶ependantes et identiquement distribu ¶eesselon
une loi appartenant µa DA(Fr¶echet). Le point de d¶epart de cette ¶etude est la repr¶esentation de la
densit¶e (1.15) par un m¶elangeintro duite dans [110], page157:

f GPD (y j µ) =
Z

p(y j z)g(z j µ) dz ; (1.16)

oµu p(:jz) est la densit¶e de la loi exponentielle d'esp¶erance 1=z d¶e¯nie par p(yjz) = z e¡ yzI f y> 0g
pour tout z > 0 et oµu g(: j µ) est la densit¶e de la loi gamma de couple de paramµetres µ = (®;¯ ) :
g(z j µ) = ¯ ®(¡( ®)) ¡ 1 z®¡ 1e¡ ¯ z I f z> 0g: La repr¶esentation sousforme de m¶elange(1.16) permet de
pallier l'absencede classeconjugu¶ee pour la loi GPD en construisant une classequasi-conjugu¶ee
pour la loi GPD µa partir de la classeconjugu¶eepour la loi gamma.

Classe conjugu ¶ee pour la loi gamma. La d¶e¯nition de la classeconjugu¶eepour la loi gamma
reposesur la loi Gamconde type I I [27]. Elle est not¶eeGamcon I I( c;d) oµu c > 1 et d > 0 sont deux
paramµetres. Sa densit¶e s'¶ecrit :

»c; d(x) = I ¡ 1
c; d ¡( dx + 1) (¡( x)) ¡ d (cd)¡ dx I f x> 0g ; (1.17)

oµu I c; d est un coe±cient de normalisation. Soit z = (z1; : : : ;zk ) un ensemble de k r¶ealisations de
variables al¶eatoiresZ1; : : : ;Zk ind¶ependantes et de même loi gamma de couple de paramµetres µ =
(®;¯ ). D'aprµes[27], Th¶eorµeme2, la densit¶e a priori conjugu¶eesur µ avec commehyper-paramµetres
± > 0 et ´ > ¹ > 0 est donn¶eepar ¼(µ) = ¼(®)¼(¯ j ®) oµu ¼(®) est la densit¶e de la loi Gamcon I I
de paramµetres c = ´ =¹ et d = ± et ¼(¯ j ®) est la densit¶e de la loi gamma de couple de paramµetres
(±®+ 1; ±́ ). Les densit¶esa posteriori correspondantes sont alors

¼(µj z) = ¼(®j z)¼(¯ j ®; z) (1.18)

avec ¼(®j z) la densit¶e de la loi Gamcon I I de paramµetres c0 = ´ 0=¹ 0 et d0 = ±0, oµu

±0 = ±+ k ; ´ 0 =
±́ +

P k
i=1 zi

± + k
et ¹ 0 = ¹ ±=(±+ k)

Ã
kY

i =1

zi

! 1=(±+ k)

; (1.19)

et ¼(¯ j ®; z) la densit¶e de la loi gamma de couple de paramµetres (±0®+ 1; ±0́ 0).

Application µa la loi GPD. Nous avons remarqu¶e [33], paragraphe2.1, que la loi a posteriori
de µ sachant y s'¶ecrit commeun m¶elangedont la densit¶e est

¼(µj y ) =
Z

q¼(z j y ) ¼(µj z) dz (1.20)
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oµu q¼(: j y ) est la densit¶e d¶e¯nie par

q¼(z j y ) =
p(y j z)g¼(z)R

p(y j z0)g¼(z0) dz0 et g¼(z) =
Z

g(z j µ0)¼(µ0)dµ0;

avec les notations

g(z jµ) =
kY

i =1

g(zi j µ) et p(y j z) =
kY

i =1

p(yi j zi ):

Il apparâ³t que la densit¶e (1.20) ne peut être calcul¶ee explicitement. On a cependant accµes aux
densit¶esconditionnelles ¼(µj y ;z) par (1.18) et ¼(z j y ;µ) en remarquant que

¼(z j y ;µ) / p(y j z)g(z jµ) =
kY

i =1

z®
i e¡ (¯ + yi )zi I f zi > 0g;

et donc que pour i = 1; : : : ;k, conditionnellement µa µ et yi , Z i suit une loi gamma de couple de
paramµetres (® + 1;¯ + yi ). Il est alors possible (voir par exemple [111], Chapitre 5) de simuler
desr¶ealisationsa posteriori de µ sachant y grâceµa un ¶echantillonneur de Gibbs. Le princip e de la
(m + 1)µemeit ¶eration est le suivant :

1. Simulation des z(m+1)
i de loi Gamma(®(m) + 1; ¯ (m) + yi ) ;

2. Simulation de ®(m+1) de loi GamconII( ´ 0=¹ 0; ±0), avec ±0 = ±+ k, ´ 0 et ¹ 0 calcul¶es
µa partir des z(m+1) par l'¶equation (1.19) ;

3. Simulation de ¯ (m+1) de loi Gamma(±0®(m+1) + 1; ±0́ 0).

Les nombreux problµemesde mise en ¾uvre de cet algorithme sont abord¶es dans [33]: simulation
d'une loi Gamcon I I, choix deshyperparamµetres ±, ´ et ¹ , d¶etection du r¶egimestationnaire . . .
Soit (®j ; ¯ j ), j = 1; : : : ;K un ¶echantillon de K couplessimul¶espar l'algorithme pr¶ec¶edent, une fois
le r¶egimestationnaire atteint. Il est alors possibled'estimer le couple(®;¯ ) par la moyenne,le mode
ou la m¶edianeempirique de la distribution pr¶ec¶edente.

1.3.2 Application µa l'estimation des quan tiles extr êmes

A partir de l'¶echantillon (®j ; ¯ j ), j = 1; : : : ;K pr¶ec¶edent, on calcule K estimations de xpn sur la
basede la m¶ethode desexcµes(1.5) :

x̂GPD ;j
pn

= X n¡ kn +1 ;n ¡ ¯ j

³
1 ¡ (cn=pn )1=®j

´
:

De même,de nombreux estimateurs peuvent être calcul¶esµa partir de cet ensemble de valeurs [33].

1.4 Estimation dans DA(W eibull)

Les travaux pr¶esent¶esici sont issusde la thµesede Laurent Gardes[55] co-encadr¶eepar Pierre Jacob
(Universit¶edeMontpellier 2) et moi-même.L'estimation desquantiles extrêmesdansDA(Weibull) est
bas¶ee sur la caract¶erisation du Th¶eorµeme 1.1.3. En remarquant que ¹F ¡ » est approximativ ement
lin¶eaire au voisinagedu point terminal xF , on en d¶eduit l'approximation

¹F ¡ »(a) ¡ ¹F ¡ »(b)
¹F ¡ »(c) ¡ ¹F ¡ »(b)

'
a ¡ b
c ¡ b

; (1.21)
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valable pour a, b, et c proches de xF . En donnant des valeurs bien choisies µa ces paramµetres, il
est alors possible d'estimer l'indice des valeurs extrêmes» (paragraphe 1.4.1) puis des quantiles
extrêmes(paragraphe 1.4.2).

1.4.1 Estimation de l'indice des valeurs extr êmes

Nous donnonsdansceparagraphedeux exemplesd'estimateurs de » qu'il est possibled'obtenir sur
la basede l'approximation (1.21). Dans lesdeux cas,on posea = unX n;n , b = X n;n et c = vnX n;n oµu
(un ) et (vn ) sont deux suites de l'in tervalle ]0;1[. On approche alors ¹F (un ) par la variable al¶eatoire
¿un =n avec

¿un = I f X n;n > 0g
nX

i =1

I f X i ¸ unX n;n g:

De même, on approche ¹F (vn ) par ¿vn =n oµu ¿vn est d¶e¯ni similairement. Nous proposons deux
approximations possiblesde ¹F (X n;n ) donnant lieu µa deux estimateurs de ».

1.4.1.1 Un estimateur µa double seuil explicite

Dans ce paragraphe,on approche ¹F (X n;n ) par 0. La validit ¶e de l'approximation d¶eduite de (1.21)
qui en r¶esulte est garantie par [55], Th¶eorµeme3.2. Souscertainesconditions sur (un ) et (vn ), on a
en e®et

1 ¡ vn

1 ¡ un

µ
¿un

¿vn

¶ ¡ »
P! 1:

L'estimateur qui en r¶esulte est le suivant :

»̂1;n = ¡
log(1 ¡ un ) ¡ log(1 ¡ vn )

log(¿un ) ¡ log(¿vn )
:

Sespropri¶et¶es th¶eoriquessont ¶etablies dans [55], Chapitre 3. En particulier, il est montr ¶e que »̂1;n

convergeen probabilit ¶e vers » pour tout » < 0 et convergeen loi si » < ¡ 1=2. Le r¶esultat (publi ¶e
dans [54], Th¶eorµeme2.2) est le suivant :

(n ¹F (unxF ))1=2(»̂1;n ¡ ») d! N

Ã

0;
(1 ¡ c¡ 1=»)»4

log2(c)

!

; (1.22)

oµu c est une constante appartenant µa l'in tervalle ]0;1[. Ce r¶esultat est obtenu au prix d'une condition
de second ordre de type (A2) et de contrain tes sur les suites (un ) et (vn ). Cependant, il est
remarquableque la vitessede la convergence(1.22) soit en puissancede n. De plus la convergence
presqueŝure est ¶etablie pour » < ¡ 1. N¶eanmoins, l'in t¶er̂et de cet estimateur est principalement
th¶eorique car sesperformancessur simulations sont m¶ediocres. L'estimateur »̂1;n sou®reen e®et
d'un important biais syst¶ematique dû sansdoute µa l'approximation grossiµere de ¹F (X n;n ).

1.4.1.2 Un estimateur µa double seuil implicite

Cette limitation pratique est surmont¶eeenapprochant ¹F (X n;n ) par 1=n. La validit ¶ede l'approxima-
tion d¶eduite de (1.21) qui en r¶esulte est garantie par [55], Th¶eorµeme3.4. Souscertainesconditions
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sur (un ) et (vn ), on a en e®et
µ

1 ¡ vn

1 ¡ un

¶ Ã
¿¡ »

un ¡ 1

¿¡ »
vn ¡ 1

!
P! 1:

L'estimateur »̂3;n r¶esultant de cette approximation est d¶e¯ni commela racine en µ de l'¶equation:

µ
1 ¡ vn

1 ¡ un

¶ Ã
¿¡ µ

un
¡ 1

¿¡ µ
vn ¡ 1

!

= 1: (1.23)

Il n'est pas possiblede tirer de cette ¶equation une formulation explicite pour »̂3;n . N¶eanmoins,on
prouve que, souscertainesconditions sur lessuites (un ) et (vn ), l' ¶equation (1.23) admet une unique
solution avec une probabilit ¶e qui tend vers 1 quand n tend vers l'in¯ni. La consistancefaible de
»̂3;n est ¶egalement ¶etablie, voir [55], Th¶eorµeme 3.7. L'obtention d'autres propri¶et¶es asymptotiques
pour cet estimateur est actuellement µa l'¶etude. Son comportement sur simulations est satisfaisant.

1.4.2 Estimation des quan tiles extr êmes

Laurent Gardes [55], paragraphe 4.2, montre que sur la base de l'approximation (1.21) et d'un
estimateur »̂n consistant de », il est possiblede construire un estimateur du quantile extrêmexpn .
Pour cela, en consid¶erant » = »̂n , a = unX n;n , b = xpn et c = vnX n;n dans (1.21), on disposed'une
nouvelle approximation impliquant le quantile recherch¶e. La validit ¶e de cette approximation est
prouv¶eedans [55], Lemme 4.1 avec la convergence

µ
xpn ¡ vnX n;n

xpn ¡ unX n;n

¶ Ã
¿¡ »̂n

un ¡ (npn )¡ »̂n

¿¡ »̂n
vn ¡ (npn )¡ »̂n

!
P! 1:

On d¶eduit alors de cette approximation l'estimateur suivant de xpn :

x̂D AW
pn

(»̂n ) = unX n;n ¡
¸ n (»̂n )

»̂n

³
1 ¡ (¿un =npn )»̂n

´
;

oµu l'on a d¶e¯ni
¸ n (»̂n ) = »̂nX n;n

un ¡ vn

¿¡ »̂n
un ¡ ¿¡ »̂n

vn

:

L'estimateur du quantile extrême ainsi d¶e¯ni est similaire µa l'estimateur GPD (1.5). Il fait in-
tervenir un seuil al¶eatoire unX n;n et le pourcentage de points ¿un =n d¶epassant ce seuil. Notons
qu'ici cepourcentage est al¶eatoire alors qu'il est d¶eterministe (cn ) dans (1.5). On montre dans [55],
Th¶eorµeme4.2, que x̂D AW

pn
(»̂n ) est consistant dµesque »̂n est un estimateur consistant de ». Il apparâ³t

sur simulations que l'estimateur x̂D AW
pn

(»̂3;n ) b¶en¶e¯cie de bonnesperformances.

1.5 Tests de queues de distribution

La th¶eorie desvaleurs extrêmes,telle qu'elle est expos¶eedans le paragraphe1.1.1, permet, grâceµa
un modµelesemi-param¶etrique, d'extrap oler la comportement de la queuede distribution au-delµa de
l'observation maximale µa partir desplus grandesvaleursde l'¶echantillon. De cefait, lesestimateurs
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qui en d¶ecoulent n'utilisent qu'une petite partie de l'information pr¶esente dans l'¶echantillon (par
exemple les kn excµes) et sont peu e±caces lorsque le nombre de donn¶eesest petit ou mod¶er¶e.
Pour cette raison, dans des situations concrµetes, issuesde la ¯abilit ¶e par exemple, il est plus
int¶eressant de disposer d'un modµele param¶etrique construit sur l'ensemble des donn¶ees.Un tel
modµele pr¶esente de plus l'in t¶er̂et d'être interpr¶etable pour les ing¶enieurset d'être disponible dans
la majorit ¶e des logiciels de ¯abilit ¶e. Les tests d'ad¶equation classiques(Cramer von Mises, Ander-
son Darling, . . . ) permettent de s¶electionner un tel modµele. Cependant, ces proc¶edures testent
essentiellement l'ad¶equation d'un modµele µa la partie centrale desdonn¶ees.Les dangerscaus¶es par
l'extrap olation des r¶esultats de cestests aux queuesde distribution sont d¶ecrits dans [38] et [82].
Pour cela, nous avons d¶evelopp¶e une proc¶edure permettant de v¶eri¯er l'ad¶equation d'un modµele
param¶etrique aux valeursextrêmesde l'¶echantillon. Sonprincip e g¶en¶eral est d¶ecrit paragraphe1.5.1
et plusieurs variantes en sont pr¶esent¶eesparagraphes1.5.2 et 1.5.3.

1.5.1 Princip e des tests de queue de distribution

Supposonsqu'un test d'ad¶equation usuel ne rejette pas l'hypothµesenulle H 0 selon laquelle F ap-
partient µa la famille de modµeles param¶etriques f Fµ : µ 2 £ g . Le but du test est de contr ôler
l'ad¶equation de la queuede Fbµn

, oµu bµn est par exemplel'estimateur du maximum de vraisemblance
de µ, aux plus grandesdonn¶eeset de v¶eri¯er si cette queuede distribution permet des extrapola-
tions raisonnablesau-delµa de l'observation maximale. Il s'agit donc de tester H 0 : F 2 f Fµ : µ 2 £ g
contre H 1 : F =2 f Fµ : µ 2 £ g en queuede distribution. Le princip e du test est de comparer deux
estimateursdu quantile extrêmexpn sousH 0. Le premier est l'estimateur param¶etrique du quantile
x̂param

pn
= ¹F ¡ 1

bµn
(pn ). Le secondest l'estimateur GPD intro duit en (1.5) :

x̂GPD
pn

= X n¡ kn +1 ;n ¡
¾̂n

»̂n

³
1 ¡ (cn=pn )»̂n

´
:

Plus pr¶ecis¶ement, nous construisonssousH 0 un intervalle de con¯ance I C® de niveau ® pour la
di®¶erenceentre lesdeux quantiles estim¶eset nousrejetons l'hypothµesenulle si x̂GPD

pn
¡ x̂param

pn
=2 I C®.

Plusieurs versions du test peuvent être d¶eclin¶eesselon le princip e de construction de l'in tervalle
I C® et les estimateurs ¾̂n et »̂n utilis ¶espour calculer x̂GPD

pn
.

1.5.2 Le test ET

Dans le casoµu les lois Fµ consid¶er¶eesdans l'hypothµesenulle appartiennent µa DA(Gumbel), il su±t
de choisir »̂n = 0 et ¾̂n d¶e¯ni par (1.6). On a alors x̂GPD

pn
= x̂ET

pn
(voir ¶equation (1.7)), et le test

obtenu est appel¶e test ET. Chronologiquement, il s'agit du premier test que nous avons mis en
¾uvre. Son princip e a ¶et¶e d¶e¯ni en collaboration avec Jean Diebolt [36] et desd¶eveloppements ont
¶et¶e propos¶es dans la thµesede Myriam Garrido [58], Chapitre 1. En particulier, plusieurs versions
du test ET ont ¶et¶e intro duites.

Le test ET asymptotique. Sur la basedu Th¶eorµeme1.2.2, nous avons construit un intervalle
de con¯ance I C® asymptotique. Le comportement asymptotique du niveauet de la puissancede ce
test a ¶et¶e¶etabli [35]dansle casd'hypothµesessimpleset de lois appartenant µa la classeC. N¶eanmoins,
l'in t¶er̂et de cette version du test est uniquement th¶eorique. En e®et,la convergenceen loi ¶enonc¶ee
dans le th¶eorµeme est tr µes lente, et de ce fait le test ET asymptotique est peu puissant pour des
¶echantillons de petite taille.
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Le test ET \b ootstrap" param ¶etrique. Pour pallier cette limitation, nous avons d¶evelopp¶e
une version du test ET bas¶ee sur une ¶evaluation par bootstrap param¶etrique de l'in tervalle I C®.
Nous avons v¶eri¯ ¶e sur simulations que le test ainsi construit b¶en¶e¯cie d'une bonne puissance[34].
En contrepartie, cette version du test est tr µes côuteuse en temps de calcul. Pour cette raison,
nous avons ¶egalement propos¶e une version \b ootstrap" param¶etrique simpli¯ ¶ee. Constatant que
les °uctuations de x̂ET

pn
sont de l'ordre de k¡ 1=2

n et cellesde x̂param
pn

de l'ordre de n¡ 1=2, nous avons
n¶eglig¶e cesderniµeresen ne \b ootstrappant" pas l'estimateur param¶etrique. Le gain de temps est
appr¶eciable lorsque l'estimateur du maximum de vraisemblance µ̂n est lourd µa calculer, et la perte
de puissancepeu importante.

1.5.3 Le test GPD

Le princip e du test GPD est celui d¶ecrit dans le paragraphe1.5.1.Le choix desestimateurs »̂n et ¾̂n

pour le calcul de x̂GPD
pn

a ¶et¶e¶etudi¶edansle cadredu stagedeDEA deAbdelhak Imoussaten[89].Pour
desraisonsaussibien th¶eoriques(invariancedesestimateurspar rapport aux paramµetresdeposition
et d'¶echelle) que pratiques (bonne puissanceexp¶erimentale), il est apparu que les estimateurs des
moments pond¶er¶es(d¶ecrits au paragraphe1.1.5) ¶etaient bien adapt¶es.Nous avons¶egalement choisi
de ne pasd¶evelopper de versionasymptotique du test GPD, toujours pour desraisonsde puissance.
Seulesles versionsbootstrap et boostrap simpli¯ ¶eeont ¶et¶e propos¶ees.

1.6 Le logiciel Extremes

Le logiciel Extremes a ¶et¶e ¶ecrit par J¶erôme Ecarnot, sousla direction conjointe de Jean Diebolt
et moi-mêmeet dans le cadre d'un contrat entre EDF et le projet is2 de l'INRIA Rhône-Alpes.Ce
logiciel regroupe quelquesunesdesdi®¶erentes m¶ethodesde mod¶elisation de queuesde distribution
et d'estimation de quantiles extrêmesd¶ecrites dans cechapitre. Par exemple,on y trouve plusieurs
fonctions pour estimer l'indice des valeurs extrêmes» ou les paramµetres de la loi GPD (voir pa-
ragraphe 1.1.5). Les proc¶eduresd¶evelopp¶eesdans le cadre de la thµesede Myriam Garrido y sont
¶egalement pr¶esentes. Par exemple,les tests de queuede distribution d¶ecrits au paragraphe1.5 sont
impl¶ement¶es. Ce logiciel, ¶ecrit en C++ avec une interface Matlab se veut un outil convivial pour
exp¶erimenter graphiquement les proc¶eduresde statistique desextrêmes.Il est disponible librement
µa l'adressesuivante : http://www.inrialpes.fr/is2/pub/software/EXTREMES accompagn¶e d'une
documentation complµete. Un descriptif r¶esum¶e du logiciel est ¶egalement disponible [32].

1.7 Perspectiv es

Je travaille actuellement µa l'extension µa tous les domaines d'attraction de l'estimateur µa double
seuil implicite »̂3;n , d¶edi¶e au DA(Weibull) . Le travail men¶e en collaboration avec Laurent Gardes
consisteµa remplacer les seuils d¶eterministes un et vn par des seuils al¶eatoires X n¡ k0

n +1 ;n =Xn;n et
X n¡ kn +1 ;n =Xn;n oµu (kn ) et (k0

n ) sont des suites d¶eterministes tendant vers l'in¯ni moins vite que
n. Le nouvel estimateur de » est obtenu en r¶esolvant en µ l'¶equation similaire µa (1.23) :

µ
X n;n ¡ X n¡ kn +1 ;n

X n;n ¡ X n¡ k0
n +1 ;n

¶ Ã
k0

n
¡ µ ¡ 1

kn
¡ µ ¡ 1

!

= 1:
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La consistancefaible de cet estimateur est ¶etablie dans [56], Th¶eorµeme 1, quel que soit le signe
de », c'est µa dire quel que soit le domaine d'attraction de la loi des observations. Nous avons
¶egalement montr ¶e souscertainesconditions (voir [56], Th¶eorµeme2) que la loi limite de l'estimateur
convenablement renormalis¶e est gaussiennesi » < ¡ 1=2 et une loi desvaleursextrêmessi » > ¡ 1=2.
Ce r¶esultat laisseµa penserque la limitation du r¶esultat (1.22) µa » < ¡ 1=2 est bien une n¶ecessit¶e et
non une facilit ¶e de calcul.
A court terme, nous projetons de construire un nouvel estimateur desquantiles extrêmesbas¶e sur
cet estimateur de ».
D'autre part, le test GPD pr¶esent¶e paragraphe1.5.3 m¶erite d'être am¶elior¶e. Il est en e®etsouhai-
table d'adapter l'estimateur de » utilis ¶e suivant le domaine d'attraction oµu se situent les lois Fµ

consid¶er¶eesdans l'hypothµesenulle. Par exemple,si Fµ est un ensemble de lois de type Weibull, il
semble pr¶ef¶erable d'utiliser l'estimateur ad hoc pr¶esent¶e paragraphe1.2.2 plut ôt qu'un estimateur
\g¶en¶eraliste". Cette intuition doit être valid¶eesur simulations et, pour cela, le logiciel Extremes
est un outil pr¶ecieux.
A plus long terme, je souhaite d¶evelopper une correction du biais pour les estimateurs propos¶es
dans ce chapitre. Sousune hypothµesede secondordre de type (A2) , le terme dominant du biais
desestimateurs est dû µa la fonction b. Cette fonction peut alors être estim¶ee[7, 102] dans le cadre
d'une modµelede r¶egressionpour corriger l'estimateur. Cette d¶emarche doit permettre ¶egalement de
simpli¯er la s¶election du paramµetre kn optimal. Il s'agit d'une secondedirection de recherche que
je souhaite d¶evelopper en m'appuyant sur les travaux existants pour l'estimateur de Hill [39, 80].
En¯n, l'estimation de fronti µere pr¶esent¶ee au chapitre suivant est un prolongement naturel de la
probl¶ematique d'estimation desquantiles extrêmespar l'in tro duction d'une covariable.
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Chapitre 2

Estimation de fron ti µere

Le problµeme abord¶e dans ce chapitre est l'estimation d'un ensemble D born¶e de Rd+1 , d ¸ 1,
µa partir d'un ensemble Nn de points dispos¶es al¶eatoirement dans celui-ci. Nous ne traitons pas
ici le problµeme dans toute sa g¶en¶eralit¶e mais nous nous pla»cons dans le cas particulier oµu D est
de la forme D = f (x;y) : x 2 E ; 0 · y · f (x)g; E ¶etant un sous-ensemble de Rd connu,
et f une fonction de E dans R+ . L'estimation de D se ramµene donc µa l'estimation de f appel¶ee
fonction fronti µere. Le problµeme ainsi pos¶e a ¶et¶e intro duit initialement par Ge®roy [59]. Depuis,
des applications se sont d¶evelopp¶eesen traitement d'images [96, 101] et en ¶econom¶etrie. Dans ce
dernier cas, f est appel¶eela fronti µere de production optimale. Des estimateurs sont propos¶esselon
que f est suppos¶ee croissante (estimateur FDH, Free Disposal Hull [31]) ou concave et croissante
(estimateur DEA, Data Envelopment Analysis [43, 63]). Les estimateurs ¶etudi¶es ici ne n¶ecessitent
pas d'hypothµesede monocit¶e sur f . Nous ¶etudions leurs propri¶et¶esdans les deux cadressuivants :

(a) Nn est un ¶echantillon de points (X i ;Yi ) 2 E £ R+ , i = 1; : : : ;n ind¶ependants et identiquement
distribu ¶essur D selonune densit¶e Á.

(b) Nn est un processusde Poissonde mesuremoyennencº  ¸ I D , c est une constante strictement
positive, ¸ d¶esignela mesurede Lebesguesur R, et º une mesureabsolument continue par
rapport µa la mesurede Lebesguesur Rd. On note dans ce cas f (X i ;Yi ); i ¸ 1g ½ E £ R+

l'ensemble despoints associ¶es.

Nous nous focalisonsici sur la description de la loi asymptotique d'estimateurs non-param¶etriques
de f lorsque n tend vers l'in¯ni. Par commodit ¶e, nous consid¶erons parfois les cas particuliers
E = [0;1], Á constante sur D dans le cas(a) et E = [0;1], º = ¸ dans le cas(b).
Nous pr¶esentons dans le paragraphe 2.1 les estimateurs de la litt ¶erature qui ont inspir¶es nos tra-
vaux. Le paragraphe 2.2 est d¶edid¶e µa la pr¶esentation des estimateurs que nous avons propos¶es
demandant une partition de D. Cette partition pr¶ealable est abandonn¶ee dans le paragraphe 2.3
avec l'in tro duction desestimateurs par programmation lin¶eaire. Les perspectivessont ¶evoqu¶eesau
paragraphe2.4.

2.1 Nos poin ts de d¶epart

Nos travaux sesont appuy¶essur deux contributions µa l'estimation de fronti µere. Outre le fait de se
placer dans le casE = [0;1], leur point commun est l'in tro duction d'une partition du support D en
kn cellulesDn;r = f (x;y); x 2 I n;r ; 0 · y · f (x)g oµu f I n;r ; r = 1; : : : ;kng est une partition r¶eguliµere
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de E = [0;1]. La suite (kn ), suppos¶eetendre vers l'in¯ni avecn, est un paramµetre commun aux deux
m¶ethodes d'estimation. La premiµere d'entre elles, qui est aussi la premiµere µa notre connaissance
dans le domaine, est due µa Ge®roy [59]. L'estimateur propos¶e est construit µa partir des kn points
les plus hauts dans chaquecellule Dn;r . Sespropri¶et¶es,d¶etaill¶eesdans le paragraphe2.1.1, relµevent
de la th¶eorie desvaleurs extrêmes.La secondem¶ethode que nous avons consid¶er¶eea ¶et¶e propos¶ee
par Jacob & Suquet [90]. La fonction f inconnue est d¶ecompos¶ee en s¶eries orthogonalesdont les
coe±cients sont estim¶esµa partir desnombres de points dans chaquecellule (paragraphe 2.1.2).

2.1.1 L'estimateur de Ge®roy

Ce paragraphe entre dans le cadre (a) avec E = [0;1], l'ensemble Nn consid¶er¶e est un ¶echantillon
de points (X i ;Yi ), i = 1; : : : ;n ind¶ependants et identiquement distribu ¶es selon une densit¶e Á. Les
valeurs extrêmesde l'¶echantillon sont d¶e¯nies par Y ¤

n;r = maxf Yi ; (X i ;Yi ) 2 Dn;r g, oµu l'on a pos¶e
maxf;g = 0. L'estimateur de Ge®roy [59] est alors la fonction constante par morceauxd¶e¯nie par

f̂ G
n (x) =

knX

r =1

I f x 2 I n;r gY ¤
n;r : (2.1)

Dans ce mêmearticle, il est montr ¶e sousdiverseshypothµesessur les fonctions f et Á et sur la suite
(kn ) que la distance L 1 d¶e¯nie par

d1 (f̂ G
n ;f ) = sup

x2 [0;1]

¯
¯
¯f̂ G

n (x) ¡ f (x)
¯
¯
¯ (2.2)

convenablement normalis¶ee converge en loi vers une loi de Gumbel de fonction de r¶epartition H 0

d¶e¯nie en (1.1). Plus r¶ecemment, Korostelev & Tsybakov [96] ont inclu l'estimateur (2.1) dans la
famille plus g¶en¶erale desestimateurs polynômiaux par morceaux

f̂ KT
n (x; µ) =

knX

r =1

I f x 2 I n;r gP¤
n;r (x; µ); (2.3)

oµu, sur chaqueintervalle I n;r , P¤
n;r (:; µ) est le polynômede degr¶e µ englobant tous lespoints et d'aire

minimum. En d'autres termes, il s'agit de r¶esoudre le problµeme d'optimisation sous contrain tes
suivant :

min
Z

I n;r

Pn;r (x; µ)dx s.c. Pn;r (X i ; µ) ¸ Yi ; X i 2 I n;r : (2.4)

En particulier, on a f̂ G
n (x) = f̂ KT

n (x; 0). On remarquealors que d'aprµes[96], Th¶eorµeme4.1.1, l'esti-
mateur f̂ G

n est minimax si Á est constante et si f est 1-lipschitzienne dans les cadressuivants
(i) kn = (n= logn)1=2 et pour la distance L 1 d¶e¯nie en (2.2),
(ii) kn = n1=2 et pour la distance L 1 d¶e¯nie par

d1(f̂ G
n ;f ) =

Z 1

0

¯
¯
¯f̂ G

n (x) ¡ f (x)
¯
¯
¯ dx: (2.5)

A¯n de compl¶eter cesr¶esultats, nousavonsmontr ¶e [61] avecPierre Jacob(Universit¶e Montpellier 2)
et Jean Ge®roy la normalit ¶e asymptotique de l'erreur L 1 convenablement normalis¶ee:
Th ¶eorµeme 2.1.1 Si Á est constante et si f est ®-lipschitzienne (0 < ® · 1), kn = o(n= logn),
n = o(k1+ ®

n ), alors
nc

k1=2
n

³
d1(f̂ G

n ;f ) ¡ E
h
d1(f̂ G

n ;f )
i ´

d! N (0;1): (2.6)
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Pour prouver (2.6), nous avons d¶ejµa ¶etabli ce r¶esultat lorsqueNn est un processusde Poisson[77],
puis nous avons utilis ¶e la technique de Ge®roy [60] pour ¶etendre le r¶esultat au casde l'¶echantillon.
En renfor»cant les conditions sur la suite (kn ), la convergence(2.6) est conserv¶ee si on remplace
l'esp¶erance E[d1(f̂ G

n ;f )] par kn=(nc), voir [61], Corollaire 2. De même, la constante c peut être
remplac¶eepar l'estimateur

ĉG
n = kn

,
knX

r =1

Y ¤
n;r ;

sansperturb er la convergenceen loi, [61], Corollaire 3.

2.1.2 L'estimateur de Jacob & Suquet

Jacob & Suquet [90] ont adapt¶e la m¶ethode de projection sur s¶eries orthogonales,d¶ejµa connue en
estimation de la densit¶e ou en r¶egression,au cas de l'estimation de fronti µere. Ces travaux entrent
dans le cadre (b) simpli¯ ¶e oµu E = [0;1] et º = ¸ de sorte que Nn est un processusde Poisson
homogµenede mesuremoyennenc¸ 2ID , c ¶etant une constante strictement positive et ¸ 2 d¶esignant
la mesurede Lebesguesur R2. Le princip e est le suivant. Soit (bn ) une suite d'entiers qui tend vers
l'in¯ni et soit (è )`2 N une baseorthonorm¶eede L 2. Le d¶eveloppement de f sur la baseest tronqu¶e
au (bn + 1)µemeterme et chaquecoe±cient

a` =
Z 1

0
f (t)è (t)dt =

knX

r =1

Z

I n;r

f (t)è (t)dt (2.7)

est approch¶e par

a`;k n =
knX

r =1

è (xr )
Z

I n;r

f (t)dt =
knX

r =1

è (xn;r )¸ 2(Dn;r ); (2.8)

oµu xn;r est le centre de I n;r . En intro duisant Nn;r = ] f Yi ; (X i ;Yi ) 2 Dn;r g; et en remarquant que
E [Nn;r ] = nc¸ 2(Dn;r ), les auteurs proposent d'estimer a`;k n par

âJS
`;k n

=
knX

r =1

è (xn;r )
Nn;r

nc
: (2.9)

L'estimateur de la fronti µere s'¶ecrit donc

f̂ JS
n (x) =

knX

r =1

K n (x;x n;r )
Nn;r

nc
; (2.10)

avec K n d¶esignant le noyau de Dirichlet d'ordre bn associ¶e µa la base(e` ) d¶e¯ni par

K n (x;y) =
bnX

`=0

è (x)è (y); (x;y) 2 [0;1]2:

Lesauteurs¶etudient alorsdi®¶erents typesdeconvergencede f̂ JS
n versf sousdeshypothµesesg¶en¶erales

sur le noyau de Dirichlet associ¶e µa une baseC1. La normalit ¶e asymptotique ponctuelle de l'esti-
mateur centr ¶e sur son esp¶erance f̂ JS

n (x) ¡ E[f̂ JS
n (x)] et convenablement normalis¶e est ¶egalement
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¶etablie. Cesr¶esultats sont illustr ¶essur l'exemple de la basetrigonom¶etrique. Notons que lesauteurs
¶etablissent en parallµele les mêmesr¶esultats pour la basede Haar. N¶eanmoins, les estimateurs de
type (2.10) pr¶esentent l'inconv¶enient de n¶ecessiterla connaissancedu coe±cient c pour leur mise
en ¾uvre, ce qui n'est pas le casde l'estimateur de Ge®roy (2.1). Cette constatation est µa la base
destravaux d¶ecrits dans le paragraphesuivant.

2.2 Estimation µa partir de partitions

L'ensemble ceparagraphesesitue dansle cadre(b), c'est µa dire queNn est un processusde Poisson.

2.2.1 Estimation par pro jection

Les travaux d¶ecrits dans ce paragraphe ont ¶et¶e men¶es en collaboration avec Pierre Jacob. Nous
montrons tout d'abord dans le paragraphe 2.2.1.1 comment adapter l'estimateur f̂ JS

n au cas c
inconnu en utilisant les valeurs extrêmesdu processusde fa»con similaire µa f̂ G

n . Le cas des bases
non orthogonalesest abord¶e avec l'exemple de la basede Faber-Shauderdans le cadre de la thµese
de Laurent Gardes, le princip e d'estimation ¶etant d¶ecrit ici paragraphe2.2.1.2.L'ensemble de ces
travaux supposeE = [0;1] et º = ¸ .

2.2.1.1 Pro jection sur une base orthogonale

Le princip ed'estimation descoe±cients (a` ) consisteµa reprendrel'approximation (2.8) danslaquelle
¸ 2(Dn;r ) est estim¶eepar l'aire d'un rectangle de baseI n;r et de hauteur [0;Y ¤

n;r ] :

âGJ
`;k n

=
knX

r =1

è (xn;r )
Y ¤

n;r

kn
: (2.11)

L'estimateur de la fronti µere s'¶ecrit donc

f̂ Pr
n (x) =

knX

r =1

K n (x;x n;r )
Y ¤

n;r

kn
; (2.12)

et ne n¶ecessitepas la connaissancede c. L'inconv¶enient de ce type d'estimateurs provient du fait
que Y ¤

n;r =kn est un estimateur de ¸ 2(Dn;r ) biais¶e inf¶erieurement commele montre le d¶eveloppement
suivant :

E
·

Y ¤
n;r

kn

¸
= ¸ 2(Dn;r ) ¡

1
nc

+ o
µ

n
k4

n

¶
;

¶etabli dans [76], Lemme 2, dans le casoµu f est une fonction C1, et sousles conditions n = o(k2
n ) et

kn = o(n= logn). Il est cependant possiblede r¶eduire ce biais en modi¯an t l'estimateur (2.11) de
fa»con µa ¶eliminer le facteur 1=(nc) :

âGJ ;2
`;k n

=
knX

r =1

è (xn;r )
Y ¤

n;r + Zn

kn
; (2.13)
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oµu Zn est la variable al¶eatoire d¶e¯nie par

Zn =
1
kn

knX

r =1

Z ¤
n;r ; (2.14)

avec Z ¤
n;r = minf Yi ; (X i ;Yi ) 2 Dn;r g. Cette correction de biais est justi¯ ¶eepar le fait que Z ¤

n;r =kn a
un comportement sym¶etrique µa Y ¤

n;r =kn . L'estimateur de la fronti µere correspondant est alors

f̂ Pr ;2
n (x) =

knX

r =1

K n (x;x n;r )
Y ¤

n;r + Zn

kn
: (2.15)

Lesestimateurs(2.12) et (2.15) s'¶ecrivent commedescombinaisonslin¶eairesdesvaleursextrêmesde
Nn . Leurs propri¶et¶esasymptotiques d¶ependent en grande partie du comportement descoe±cients
de cette combinaison lin¶eaire et donc du noyau de Dirichlet de la base utilis ¶ee. Deux cas tr µes
di®¶erents ont ¶et¶e envisag¶es: les basesC1 et la basede Haar. Dans cesdeux situations on pose

¾Pr
n (x) =

k1=2
n

nc
K 1=2

n (x;x ): (2.16)

Bases C1. Cette situation est ¶etudi¶eeen d¶etails dans [76]. En particulier, la normalit ¶e asympto-
tique de (¾Pr

n (x)) ¡ 1(f̂ Pr
n (x) ¡ E[f̂ Pr

n (x)]) et (¾Pr
n (x)) ¡ 1(f̂ Pr ;2

n (x) ¡ f (x)) est ¶etablie µa x 2 [0;1] ¯x ¶e sous
diversesconditions sur le noyau de Dirichlet ([76], th¶eorµemes2 & 3). Cette situation est illustr ¶ee
avec la basetrigonom¶etrique dont le noyau de Dirichlet est donn¶e par

K n (x;y) =

¯
¯
¯
¯
¯
¯

sin (1 + bn )¼(x ¡ y)
sin¼(x ¡ y)

si x 6= y;

1 + bn sinon:

Les conditions de convergenceser¶e¶ecrivent alors simplement en fonction dessuites (kn ) et (bn ).

Base de Haar. Cecasestpr¶esent¶edans[75].La basedeHaar estd¶e¯nie µa partir d'une subdivision
dyadique f J`g` ¸ 1 de [0;1]. Pour chaqueentier naturel `, l'in tervalle J ` est d¶e¯ni par

J` =
·

p`

2q` ¡ 1 ;
p` + 1
2q` ¡ 1

¶
;

oµu p` et q̀ sont les entiers d¶etermin¶esde maniµere unique par ` = 2q` ¡ 1 + p` et 0 · p` < 2q` ¡ 1. La
basede Haar est d¶e¯nie par :

e0 = I f [0;1]g; è = 2
q` ¡ 1

2 (I f J2` g ¡ I f J2`+1 g) ; ` ¸ 1:

Le nombre de termes dans le d¶eveloppement de f sur la baseest n¶ecessairement une puissancede
deux: hn + 1 = 2b0

n , b0
n 2 N, et on imposede plus kn = °n (bn + 1), ° n 2 N¤ de sorte que la partition

d¶e¯nie par les f I n;r g soit un ra±nement de celle associ¶eeaux f J`g. Ainsi, pour tout ` · hn , J` est
exactement l'union de° n sous-intervallesI n;r . On intro duit alorsR(n;` ) = f r = 1; : : : ;kn ; I n;r ½ J`g,
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et on a cardR(n;` ) = ° n . Souscesconditions et si x 2 J` , les coe±cients pond¶erant les valeurs
extrêmesdans les estimateurs (2.12) et (2.15) sont donn¶espar

K n (x;x n;r ) =

¯
¯
¯
¯

bn + 1 si r 2 Rn;` ;
0 sinon:

L'estimateur f̂ Pr
n estalors tout simplement la moyennearithm¶etique de° n valeursextrêmes.Lorsque

°n = 1, l'estimateur f̂ Pr
n se r¶eduit µa l'estimateur de Ge®roy f̂ G

n rappel¶e (2.1). Dans ce cadre,
et sous certaines conditions sur la suite (kn ), nous avons montr ¶e [75], Th¶eorµeme 4 que f̂ Pr

n (x)
convenablement normalis¶e converge en loi µa x 2 [0;1] ¯x ¶e vers une loi de Weibull des valeurs
extrêmesde fonction de r¶epartition H ¡ 1 d¶e¯nie en (1.1). Par contre, lorsque ° n ! 1 , on retrouve
une comportement analogueµa celui apparaissant avec les basesC1. La normalit ¶e asymptotique de
(¾Pr

n (x)) ¡ 1(f̂ Pr
n (x) ¡ E[f̂ Pr

n (x)]) et (¾Pr
n (x)) ¡ 1(f̂ Pr ;2

n (x) ¡ f (x)) est ¶etablie µa x 2 [0;1] ¯x ¶e dans [75],
th¶eorµemes5 & 7 avec¾Pr

n (x) intro duit en(2.16). En¯n, nousavonsmontr ¶e la normalit ¶easymptotique
de l'erreur L 1 entre l'estimateur de Haar et la vraie fronti µere d1(f̂ Pr

n ;f ) dans le cas oµu Nn est un
processusde Poisson[68]:
Th ¶eorµeme 2.2.1 Supposonsf ®-lipschitzienne (0 < ® · 1). Si kn = o(n= logn), n = o(h1+ ®

n ) et
kn = o(h4=3

n ) alors
nc

k1=2
n

³
d1(f̂ Pr

n ;f ) ¡ E
h
d1(f̂ Pr

n ;f )
i ´

d! N (0;1): (2.17)

Notons que ce r¶esultat englobe les deux cas oppos¶es ° n = 1 (estimateur de Ge®roy) et ° n ! 1 .
En renfor»cant les conditions sur la suite (hn ), la convergence(2.17) est conserv¶ee si on remplace

l'esp¶eranceE
h
d1(f̂ Pr

n ;f )
i

par kn=(nc), voir [68], Th¶eorµeme1.

2.2.1.2 Cas d'une base non-orthogonale

L'exemple de la basede Faber-Shauderest ¶etudi¶e dans la thµesede Laurent Gardes[55], Chapitre 1.
La basede Faber-Shauderest d¶e¯nie µa partir de la subdivision dyadique f J `g` ¸ 1 de [0;1] intro duite
dans le paragraphepr¶ec¶edent. Les fonctions qui la composent sont continueset sont donn¶eespar

e¡ 1(x) = I f x 2 [0;1]g; e0(x) = xI f x 2 [0;1]g;

et pour ` ¸ 1 par

è (x) = 2q`

· ³
x ¡

p`

2q` ¡ 1

´
I f x 2 J2`g ¡

µ
x ¡

p` + 1
2q` ¡ 1

¶
I f x 2 J2`+1 g

¸
:

Les suites (bn ) et (kn ) sont d¶e¯nies de la mêmemaniµere que pour l'estimateur de Haar. L'estima-
teur f̂ LG

n obtenu s'¶ecrit encoresous la forme (2.15) oµu l'expression du noyau est donn¶ee par [53],
Proposition 1. Suivant les ordres de grandeur respectifs de (bn ) et (kn ), la di®¶erencef̂ LG

n (x) ¡ f (x)
convenablement normalis¶eeconvergeen loi versune loi desvaleursextrêmes(voir [53], Th¶eorµeme5)
ou vers une loi normale centr ¶eer¶eduite (voir [53], Th¶eorµeme7).

2.2.2 Estimation par la m¶etho de du noyau

Les travaux d¶ecrits dans ce paragraphe ont ¶et¶e men¶es en collaboration avec Pierre Jacob et sont
d¶ecrits dans [78]. Par soucide comparaisonavec le cadre(a), nousavonspos¶e c = 1=¸ 2(D ) de sorte
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que E(Nn (D )) = n. Formellement, l'estimateur de la fronti µere bas¶e sur la m¶ethode du noyau est
semblable µa (2.12). Il s'¶ecrit

f̂ Ke
n (x) =

knX

r =1

K n (x ¡ xn;r )
Y ¤

n;r

kn
; (2.18)

oµu K n est d¶e¯ni par

K n (t) =
1

hn
K

µ
t

hn

¶
; t 2 R:

(hn ) d¶esigneune suite de r¶eelspositifs tendant vers 0 parfois appel¶eefen̂etre de lissageet K est un
noyau de Parzen-Rosenblatt. Nous avons ¶egalement intro duit f̂ Ke ;2

n , une version de cet estimateur
corrig¶eedu biais,

f̂ Ke ;2
n (x) =

knX

r =1

K n (x ¡ xn;r )
Y ¤

n;r + Z 0
n

kn
;

oµu, contrairement µa (2.14), la correction de biais d¶e¯nie par

Z 0
n =

1
n ¡ kn

knX

r =1

Y ¤
n;r ;

ne fait appel qu'µa desobservations situ¶eesau voisinagede la fronti µere. La normalit ¶e asymptotique
µa x 2]0;1[ ¯x ¶e de (¾Ke

n )¡ 1(f̂ Ke
n (x) ¡ E[f̂ Ke

n (x))] et (¾Ke
n )¡ 1(f̂ Ke ;2

n (x) ¡ f (x)) est ¶etablie pour

¾Ke
n =

k1=2
n

nch1=2
n

µ Z

R
K 2(t)dt

¶ 1=2

; (2.19)

et sous diversesconditions sur le noyau K , la r¶egularit¶e de la fonction f et les suites (kn ) et
(hn ), voir th¶eorµemes3 & 5. La convergenceen loi n'a lieu ici que sur l'in t¶erieur de l'in tervalle
[0;1]. De même, f̂ Ke

n ne converge uniform¶ement vers f que sur les compacts de ]0;1[, voir par
exemple[78], Th¶eorµeme1 ou Th¶eorµeme2. Ce mauvais comportement desestimateurs µa noyau sur
les bords de l'in tervalle d'estimation est bien connu, il a ¶et¶e ¶egalement constat¶e dans la pratique.
Des m¶ethodes de sym¶etrisation des donn¶eesont ¶et¶e propos¶eesa¯n de pallier ces limitations. Par
exemple,l'application de la technique d¶ecrite dans [25] µa f̂ Ke ;2

n conduit µa l'estimateur suivant:

f̂ Ke ;3
n (x) =

knX

r =1

(K n (x ¡ xn;r ) + K n (x + xn;r ) + K n (x + xn;r ¡ 2))
µ

Y ¤
n;r + Zn

kn

¶
:

Les propri¶et¶esasymptotiques de f̂ Ke ;2
n sur les compactsde ]0;1[ peuvent alors être ¶etenduesµa f̂ Ke ;3

n

sur l'in tervalle [0;1].

2.2.3 Estimation par la m¶etho de du noyau g¶en¶eralis ¶e

Les travaux pr¶esent¶esici sont issusd'une collaboration avecLudovic Menneteau(Universit¶e Mont-
pellier 2). La famille d'estimateurs propos¶ee[79] englobe les estimateurs f̂ Pr

n et f̂ Ke
n , tout en o®rant

un cadre g¶en¶eral pour construire de nouveaux estimateurs de la fronti µere f .
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2.2.3.1 Cadre de l' ¶etude

Nous nous pla»consdans le cas(b) le plus g¶en¶eral oµu le support s'¶ecrit

D = f (x;y) : x 2 E ; 0 · y · f (x)g; (2.20)

l'ensemble E ¶etant un sous-ensemble de Rd. Danscecontexte, l'ensemble des(I n;r ), r = 1; : : : ;kn est
une partition quelconquede E. D'autre part, Nn est un processusde Poissonde mesuremoyenne
ncº  ¸ ID , ¸ d¶esignant la mesurede Lebesguesur R, et º une mesureabsolument continue par
rapport µa la mesurede Lebesguesur Rd. Nous intro duisons la famille d'estimateurs

f̂ GK
n (x) =

knX

r =1

º n;r · n;r (x)Y ¤
n;r ; (2.21)

oµu º n;r = º (I n;r ) et · n;r : E ! R est un noyau g¶en¶eralis¶e sur lequel quelquesconditions seront
impos¶eespar la suite. On note mn;r = inf f f (x); x 2 I n;r g et M n;r = supf f (x); x 2 I n;r g. La version
de (2.21) corrig¶eedu biais est

f̂ GK ;2
n (x) =

knX

r =1

º n;r · n;r (x)
µ

1 +
1

Nn;r

¶
Y ¤

n;r : (2.22)

Cette correction est motiv¶ee par la remarque que, conditionnellement µa Nn;r , Y ¤
n;r a approxima-

tiv ement la même loi que le maximum de Nn;r variables al¶eatoires ind¶ependantes et distribu ¶ees
uniform¶ement sur [0;mn;r ], voir [79], Lemme1. La correction de biais est e®ectu¶eeind¶ependamment
sur chaquecellule Dn;r de la partition de fa»con µa être adapt¶eeµa desmesuresº quelconques.

2.2.3.2 Comp ortemen t asymptotique

On intro duit

· n (x) =

Ã
knX

r =1

· 2
n;r (x)

! 1=2

; x 2 E ;

le noyau g¶en¶eralis¶e normalis¶e wn;r (x) = · n;r (x)=· n (x), ainsi que º n = minf º n;r ; 1 · r · kng et
¢ n = maxf M n;r ¡ mn;r ; 1 · r · kng. Les hypothµesessont alors les suivantes:
(H:1) kn ! 1 et nº n ! 1 quand n ! 1 .
(H:2) 0 < m · M < + 1 et ±n := max1· r · kn º n;r (M n;r ¡ mn;r ) = o(1=n).
Il existe F ½ E tel que:
(H:3) Pour tout (x1; : : : ;xp) ½ F , il existe une matrice de covariance § (x1 ;:::;xp ) = [¾(x i ;x j )]1· i;j · p

de Rp telle que pour tout 1 · i , j · p,

knX

r =1

wn;r (x i )wn;r (x j ) ! ¾(x i ;x j ) quand n ! 1 :

(H:4) Pour tout x 2 F ,
max

1· r · kn
jwn;r (x)j ! 0 quand n ! 1 :
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(H:5) Pour tout x 2 F ,
¯
¯
¯
¯
¯

knX

r =1

º n;r · n;r (x)mn;r ¡ f (x)

¯
¯
¯
¯
¯

= o
µ

· n (x)
n

¶
quand n ! 1 :

(H:6) Pour tout x 2 F ,

knX

r =1

jwn;r (x)j max
¡
(n±n )2;¢ n ;nº n exp(¡ mncº n )

¢
! 0 quand n ! 1 :

Les hypothµeses(H:1){(H :4) sont d¶edi¶eesau contr ôle de l'estimateur centr ¶e f̂ GK ;2
n (x) ¡ E[f̂ GK ;2

n (x)].
La condition (H:1) impose que le nombre moyen de points dans chaque cellule D n;r tende vers
l'in¯ni. (H:2) assureque la fonction f ne s'annule pas et que le nombre moyen de points dans D n;r

au-dessusde mn;r convergevers 0. Le couple de conditions (H:1) et (H:2) implique la convergence
uniforme de l'oscillation de f sur I n;r vers 0: maxf (M n;r ¡ mn;r ); 1 · r · kng ! 0 quand n ! 1 .
L'hypothµese(H:3) est d¶edi¶eeaux aspectsmultidimensionnels de la convergenceen loi. (H:4) impose
aux coe±cients · n;r (x) de la combinaison lin¶eaire (2.22) d'être tous approximativ ement du même
ordre a¯n d'obtenir un comportement asymptotique gaussien.Le couple de conditions (H:5) et
(H:6) est d¶edi¶e au contr ôle du biais E[f̂ GK ;2

n (x)] ¡ f (x) de fa»con µa ce qu'il reste n¶egligeabledevant
l'¶ecart-type de l'estimateur

¾GK
n (x) =

· n (x)
nc

:

Sousceshypothµeses,on a la convergenceen loi suivante :
Th ¶eorµeme 2.2.2 Sous(H:1){ (H:6) et pour tout (x1; : : : ;xp) ½ F;

n
(¾GK

n (x j )) ¡ 1
³

f̂ GK ;2
n (x j ) ¡ f (x j )

´
: 1 · j · p

o
d! N (0;§ (x1 ;:::;xp ) );

oµu N (0;§ (x1 ;:::;xp ) ) est la loi normale sur Rp centr¶ee et de matrice de covariance § (x1 ;:::;xp ) :
Dans ce r¶esultat, le coe±cient de normalisation ¾GK

n d¶epend de la constante c suppos¶ee inconnue.
Nous avons montr ¶e qu'il est possiblede la remplacer par l'estimateur suivant

ĉGK
n =

knX

r =1

Nn;r

,
knX

r =1

nº n;r

µ
1 +

1
Nn;r

¶
Y ¤

n;r

sansmodi¯er la convergencedu Th¶eorµeme2.2.2.

2.2.3.3 Exemples

Lien avec les estimateurs existan ts.
{ On se place dans le cas oµu d = 1, ¹ = ¸ , E = [0;1] et f I n;r g est une partition r¶eguliµere de

[0;1] de sorte que º n;r = 1=kn . En choisissant · n;r (x) = K n (x;x n;r ) oµu xn;r est le centre de I n;r et
K n est un noyau de Dirichlet associ¶e µa une baseorthogonale, l'estimateur f̂ GK ;2

n est un estimateur
de type projection similaire µa f̂ Pr ;2

n mais avec une correction de biais di®¶erente. L'application du
Th¶eorµeme2.2.2µa l'estimateur ainsi obtenu dansle casdesbasesC1 et de la basede Haar permet de
retrouver lesr¶esultats de normalit ¶e asymptotique ¶etablis dans[76], Th¶eorµeme3 et [75], Th¶eorµeme7,
avec le mêmecoe±cient de normalisation ¾GK

n = ¾Pr
n .
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{ Dans le mêmecadre que pr¶ec¶edemment, mais en consid¶erant

· n;r (x) =
1

hn
K

µ
x ¡ xn;r

hn

¶

avec K un noyau de Parzen-Rosenblatt et hn une fen̂etre de lissage, l'estimateur f̂ GK ;2
n est un

estimateur de type noyau similaire µa f̂ Ke ;2
n mais avec une correction de biais di®¶erente. L'applica-

tion du Th¶eorµeme2.2.2 µa l'estimateur ainsi obtenu permet de retrouver les r¶esultats de normalit ¶e
asymptotique ¶etablis dans [78], Th¶eorµeme5 avec le mêmecoe±cient de normalisation ¾GK

n = ¾Ke
n .

{ En¯n, dans le cadred¶ecrit paragraphe2.2.3.1,et quand la mesureº est inconnue, l'estimateur
suivant de la fronti µere peut être consid¶er¶e:

f̂ GK ;3
n (x) =

knX

r =1

º̂ n;r · n;r (x)
µ

1 +
1

Nn;r

¶
Y ¤

n;r ;

º̂ n;r ¶etant un estimateur de º n;r . On remarquealors que, si · n;r est le noyau de Dirichlet associ¶e µa
une baseorthogonale, le choix

º̂ n;r = Nn;r

Á
nc

µ
1 +

1
Nn;r

¶
Y ¤

n;r

conduit µa f̂ GK ;3
n = f̂ JS

n intro duit initialement dans [90] lorsque d = 1, ¹ = ¸ , E = [0;1], f I n;r g est
une partition r¶eguliµere de [0;1] et dont l'expressionest rappel¶eeen (2.10).

In tro duction de nouv eaux estimateurs.
{ Par souci de simplicit ¶e, on se place dans le cas oµu d = 1, ¹ = ¸ , E = [0;1] et f I n;r g est une

partition r¶eguliµerede [0;1] desortequeº n;r = 1=kn . Il estpossibled'exhiber dansla famille (2.22) un
nouveautype d'estimateurs par projection. Pour cela,il su±t dansla d¶e¯nition (2.7) descoe±cients
de projection sur la base,de remplacer f (t) sur l'in tervalle I n;r par l'estimateur Y ¤

n;r (1 + N ¡ 1
n;r ). On

obtient alors

âGM
`;k n

=
knX

r =1

ÃZ

I n;r

è (t)dt

! µ
1 +

1
Nn;r

¶
Y ¤

n;r : (2.23)

La di®¶erenceentre les estimations (2.13) et (2.23), outre la correction de biais, r¶esidedans le fait
que la seconded'entre ellesne reposepas sur l'approximation de la valeur moyennede e` sur I n;r

par è (xn;r ). Ce nouvel estimateur s'¶ecrit alors

f̂ Pr ;3
n (x) =

knX

r =1

ÃZ

I n;r

K n (t;x )dt

! µ
1 +

1
Nn;r

¶
Y ¤

n;r ;

il entre dans la famille (2.22) en posant

· n;r (x) =
1

º n;r

Z

I n;r

K n (t;x )dt = kn

Z

I n;r

K n (t;x )dt;

oµu K n d¶esignele noyau de Dirichlet associ¶e µa la base orthogonale. Nous avons ¶etabli dans [79],
Corollaire 3, que dans le cas du noyau de Dirichlet associ¶e µa la base trigonom¶etrique, la vitesse
dans la convergenceen loi de f̂ Pr ;3

n ¶etait sup¶erieure µa celle de de f̂ Pr ;2
n .
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{ La construction denouveauxestimateursµa noyau multidimensionnelsentre ¶egalement ais¶ement
dans le cadre du paragraphe2.2.3.1.PosonsE = [0;1]d, d 2 N¤, º = ¸ d la mesurede Lebesguesur
E , et intro duisonsf I n;r : 1 · r · kng la partition r¶eguliµerede E d¶e¯nie par I n;r =

Q d
j =1 Jn;r ;j avec

¸ (Jn;r ;j ) = 1=k1=d
n , de sorte que º n;r = 1=kn pour tout 1 · r · kn . On note toujours xn;r le centre

de I n;r , r = 1; : : : ;kn . De fa»con similaire µa l'¶etude pr¶ec¶edente, il apparâ³t qu'il est souhaitable de
consid¶erer l'estimateur µa noyau multidimensionnel d¶e¯ni par

· n;r (x) =
1

º n;r

Z

I n;r

1
hd

n
K

µ
x ¡ t
hn

¶
dt;

oµu K : Rd ! R+ est un noyau de Parzen-Rosenblatt multidimensionnel et (hn ) est une suite de
r¶eelspositifs tendant vers 0. Les hypothµeses(H:1){(H :6) sont v¶eri¯ ¶eessouscertaines hypothµeses
sur le noyau K , lessuites (kn ) et (hn ), voir [79], Corollaire 2. On obtient alors une vitessede l'ordre
de n¡ ®

®+ d dans la convergenceen loi en dimension d pour une fronti µere ®-Lipschitzienne.

2.2.4 Illustration sur simulations

A titre d'illustration, nous avons simul¶e dans le cadre (b) simpli¯ ¶e un processusde Poisson de
paramµetre d'in tensit¶e nc = 800 et de support d¶e¯ni par la fonction fronti µere

f (x) = [0:1 + sin(¼x)]
£
1:1 ¡ 0:5exp

¡
¡ 64(x ¡ 0:5)2¢¤

;

pour x 2 [0;1]. La partition de l'in tervalle [0;1] comporte kn = 32 de mêmelongueur. Dans le casde
l'estimateur µa noyau (paragraphe2.2.2), le paramµetre de lissageest hn = 0:025.Dans le casdeses-
timateurs de Haar, trigonom¶etriques (paragraphe2.2.1.1)et de Faber-Shauder(paragraphe2.2.1.2)
bn = 15 termes sont utilis ¶esdans le d¶eveloppement de f . Les r¶esultats sont pr¶esent¶esFigure 2.1 oµu
lesestimateurssont superpos¶esµa la vraie fronti µere.Les th¶eorµemesde normalit ¶e asymptotiquessont
utilis ¶espour tracer des intervalles de con¯ance ponctuels µa 90% pour f (x) en 50 points di®¶erents.

2.3 Estimation par programmation lin ¶eaire

Lestravaux d¶ecrits ici sont men¶esencollaboration avecGuillaume Bouchard (INRIA Rhône-Alpes),
Anatoli Iouditski (Universit¶e Grenoble 1) et Alexander Nazin (Institute of Control Sciences,Mos-
cou) [13, 14].
Le princip e d'estimation propos¶e dans ce paragraphe ne requiert pas de partition du support D .
Ce point est important dans la pratique car le choix de la partition I n;r , r = 1; : : : ;kn et donc de la
suite (kn ) est un problµemeouvert en ce qui concernetous les estimateurs du paragraphe2.2. Dans
la suite, on seplacedans le cadre (a) simpli¯ ¶e, Nn est un ¶echantillon de points (X i ;Yi ), i = 1; : : : ;n
ind¶ependants et uniform¶ement distribu ¶essur le support D = f (x;y) : x 2 [0;1] ; 0 · y · f (x)g:
Par commodit ¶e, nous consid¶erons l'extension de f sur tout R en posant f (x) = 0 si x =2 [0;1].

2.3.1 Construction de l'estimateur

L'estimateur propos¶e s'insµere dans la famille suivante
8
><

>:

f̂ PL
n (x) =

nX

i =1

K n (x ¡ X i )®i ; K n (t) = h¡ 1
n K (t=hn );

®i ¸ 0; i = 1; : : : ;n;

(2.24)
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(d)

Fig. 2.1 { Superposition du processusponctuel simul¶e, de la fonction f µa estimer (ligne continue)
et desquatre di®¶erents estimations (tir ets) obtenuesavec l'estimateur de Haar (a), Faber-Shauder
(b), trigonom¶etrique (c) et µa noyau (d). Dans chaquecas, les lignes verticales repr¶esentent les
interval les de con¯ance ponctuels µa 90%
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oµu K est un noyau de Parzen-Rosenblatt r¶eel et hn est une fen̂etre de lissage.Formellement, cette
famille est similaire µa celle desestimateurs µa noyau (2.18). Cependant, l'expressiond¶e¯nissant f̂ PL

n
fait a priori intervenir tous les points de l'¶echantillon. En pratique, seuls les points (X i ;Yi ) pour
lesquels®i 6= 0 interviennent dans l'estimation. De tels points sont appel¶es\v ecteurssupport" par
analogieavec les Support Vector Machines (SVM). Nous renvoyons µa [26] pour une synthµesesur ce
sujet et µa [113], Chapitre 8 pour des exemplesd'application des SVM µa l'estimation de quantiles.
La contrain te ®i ¸ 0 pour i = 1; : : : ;n implique f̂ PL

n (x) ¸ 0 pour tout x 2 R et assureune certaine
r¶egularit¶e µa l'estimateur. Nous reviendrons sur ce point plus tard. En remarquant que la surface
du support estim¶e

D̂n = f (x;y) : x 2 [0;1] ; 0 · y · f̂ PL
n (x)g; (2.25)

est donn¶eepar
Z

R
f̂ PL

n (x) dx =
nX

i =1

®i ; (2.26)

il est naturel de d¶eterminer le vecteur de paramµetres® = t (®1; : : : ;®n ) par le problµemede program-
mation lin¶eaire suivant :

min
®

t 1® (2.27)

sousles contrain tes

A® ¸ Y (2.28)

® ¸ 0: (2.29)

Les notations suivantes sont adopt¶ees: 1 = t (1;1; : : : ;1) 2 Rn , A = (K n (X i ¡ X j ))1· i;j · n et

Y = t (Y1; : : : ;Yn ). Ainsi A® = t (f̂ PL
n (X 1); : : : ;f̂ PL

n (X n )), et la contrain te (2.28) se traduit par
f̂ PL

n (X i ) ¸ Yi , i = 1; : : : ;n. L'estimateur ainsi obtenu f̂ PL
n est la fonction de la famille (2.24) associ¶ee

au support (2.25) contenant tous les points de Nn et de surfaceminimale. En g¶en¶eral, la solution
du problµemede programmation lin¶eaireest parsimonieusedans le sensoµu le nombre de coe±cients
®i non nuls est faible pour desvaleurs mod¶er¶eesde hn .

2.3.2 Lien avec d'autres m¶etho des

Estimateur du maxim um de vraisem blance. L'estimateur obtenu commesolution du problµeme
de programmation lin¶eaire (2.27){(2.29) peut être consid¶er¶e comme l'estimateur du maximum de
vraisemblance dans la famille de fonctions (2.24). La densit¶e jointe de l'ensemble desobservations
Nn connaissant la fronti µere f s'¶ecrit :

P(Nn j f ) =
nY

i =1

f (X i )
Cf

¢
1

f (X i )
I f 0 · Yi · f (X i )g;

oµu Cf est l'aire du support D : Cf =
R1

0 f (x)dx =
R

R f (x)dx: En remarquant que d'aprµes (2.26) :
Cf jf = f̂ PL

n
=

P n
i=1 ®i ; la fonction de log-vraisemblance est donn¶eepar

logP(Nn j f̂ PL
n ) = ¡ n log

nX

i =1

®i +
nX

i =1

log I f Yi · f̂ PL
n (X i )g;

et par cons¶equent sa maximisation sur l'ensemble des paramµetres ® positifs est ¶equivalente au
problµeme(2.27){(2.29).
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Estimateurs polynomiaux par morceaux. La famille d'estimateurs (2.3) intro duite dans[96]
est µa la fois bas¶ee sur une partition du support et la r¶esolution de problµemesde programmation
lin¶eaire. Sur chaque intervalle I n;r , les coe±cients du polynôme Pn;r sont estim¶es par r¶esolution
d'un problµemed'optimisation lin¶eaire (2.4) similaire µa (2.27){(2.29).

Estimation par la m¶etho de du noyau. Comme nous l'avons remarqu¶e, la famille d'estima-
teurs (2.24) est similaire µa celledesestimateursµa noyau (2.18). Cesdernierspeuvent être interpr¶et¶es
commereposant sur un estimation descoe±cients ®i µa partir de la partition I n;r par

b®i =

¯
¯
¯
¯

Y ¤
n;r =kn si 9 r 2 f 1; : : : ;kng; Yi = Y ¤

n;r
0 sinon,

alors que pour les estimateurs de type programmation lin¶eaire, les coe±cients ®i sont d¶etermin¶es
automatiquement, c'est µa dire sanschoix d'une partition au pr¶ealablepar l'utilisateur.

2.3.3 Propri ¶et¶es asymptotiques

Nousavons¶etabli la convergencepresquesurede la normeL 1 desestimateursd¶e¯nis par le problµeme
de programmation lin¶eaire (2.27){(2.29).

Th ¶eorµeme 2.3.1 Si f est 1-lipschitzienne et sousquelquesconditions sur le noyau K (voir [12],
Th¶eorµeme 1), si nh2

n=logn ! 1 quand n ! 1 , alors

lim sup
n!1

" ¡ 1
n d1(f̂ PL

n ;f ) · C < 1 p:s:

avec "n = max
©

hn ;(log n)1=2=(n1=2hn )
ª

:
Dans cesconditions, la vitessemaximum de convergenceest

d1(f̂ PL
n ;f ) = OP

³
(log n=n)1=4

´
: (2.30)

Il faut remarquer que cette vitesseest relativement faible en regard de la vitesseminimax n ¡ 1=2 at-
teinte par l'estimateur de Ge®roy (2.1). Le r¶esultat (2.30) peut cependant être am¶elior¶e l¶eg¶erement
en choisissant des noyaux K particuliers. Nous donnons dans [12], paragraphe 5.6, un exemple
de noyau permettant d'obtenir une vitesse de l'ordre de (log n=n)1=3. L'obtention de vitesses
sup¶erieures passepar une modi¯cation de l'estimateur f̂ PL

n envisag¶ee au paragraphe 2.4 dans le
cadre de nos perspectivesde recherche.

2.4 Perspectiv es

Les deux types d'estimateurs d¶ecrits dans ce chapitre, estimateurs bas¶es sur des partitions et
estimateurs bas¶essur une optimisation, ouvrent desperspectivesd'ordres di®¶erents.

{ L'estimateur µa noyau g¶en¶eralis¶e multidimensionnel d¶e¯ni au paragraphe2.2.3.3est l'estima-
teur le plus prometteur dans la famille des estimateurs bas¶es sur des partitions car il b¶en¶e¯cie
d'une vitessede l'ordre de n¡ ®

®+ d en dimension d pour une fronti µere ®-Lipschitzienne. Sur un plan
th¶eorique,il serait int¶eressant d'¶etablir sesvitessesde convergenceen norme L 1 et L 1 pour lescom-
parer aux vitessesminimax. Il est probable que les vitessesoptimales soient atteintes µa un facteur
logarithmique prµes. Il serait alors n¶ecessaired'¶etudier dans quelle mesure la technique de preuve
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utilis ¶eedans le casde l'estimateur de Haar [68] peut être adapt¶ee,puis d'employer la m¶ethode de
Ge®roy [60] a¯n de passerdu cadre desprocessusde Poissonµa celui de l'¶echantillon. Sur un plan
pratique, il est n¶ecessaired'¶etudier les performancesde cet estimateur sur simulations.

{ L'estimateur f̂ PL
n ne constitue que le premier pas vers la d¶e¯nition d'estimateurs de fronti µere

performants sur la basede m¶ethodes d'optimisation. La premiµere modi¯cation envisag¶ee est l'in-
corportation dans le problµemed'optimisation lin¶eaire (2.27){(2.29) d'une contrain te de Lispschitz
sur l'estimateur. Cela doit permettre, au prix d'une complexit¶e algorithmique plus importante,
d'am¶eliorer sensiblement les vitessesobtenues au paragraphe 2.3.3. L'extension de cet estimateur
au cas multiv ari¶e doit ¶egalement être r¶ealis¶ee. En¯n, il me parait ¶egalement int¶eressant d'¶etudier
la loi asymptotique de ce type d'estimateurs d¶e¯nis par des problµemesd'optimisation. Pour cela,
l'¶etude de travaux connexes[95, 83] est indispensable.
Les deux familles d'estimateurs n¶ecessitent ¶egalement des recherches communes. Dans les deux
cas, il est n¶ecessairede d¶e¯nir une proc¶edure de choix adaptative du paramµetre de lissagehn ne
d¶egradant pas les performancesasymptotiques de l'estimateur. Une piste pourrait être l'utilisation
de m¶ethodes de type Lepski [98]. Ces deux familles d'estimateurs doivent aussi être adapt¶eesau
cas oµu la densit¶e de points n'est pas uniforme et s'annule au voisinage de la fonction fronti µere.
Les m¶ethodes µa d¶evelopper dans ce cas sont issuesde la th¶eorie des valeurs extrêmeset passent
par l'estimation d'un indice desvaleurs extrêmesd¶ecrivant la vitessede d¶ecroissancede la densit¶e
vers0 [64, 6]. Cette direction de recherche \Estimation de quantiles extrêmesconditionnels" rejoint
alors les travaux de thµesede Laurent Gardes [55], Chapitre 4, ainsi que les m¶ethodesd'estimation
de quantiles extrêmeset de quantiles conditionnels expos¶eesaux chapitres 1 & 4 de ce m¶emoire.
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Chapitre 3

R¶eduction de dimension et analyse
d'images

L'analyse d'images est un champ d'application privil ¶egi¶e desm¶ethodesde r¶eduction de dimen-
sion. Une image de M £ M pixels en niveaux de gris peut en e®etêtre repr¶esent¶eepar un vecteur
de Rp avec p = M 2. Mêmepour destailles d'images raisonnables,on obtient desdonn¶eesdans des
espacesde tr µes grande dimension. L'analyse en composantes principales (ACP) est alors un outil
g¶en¶eralement e±cace pour r¶eduire la dimension de ces donn¶ees[103, 119]. Toutefois, même des
d¶eformations tr µes simples entre imagespeuvent se traduire par des fortes non lin¶earit¶es dans Rp,
diminuant ainsi de beaucoupl'e±cacit ¶e de l'A CP. Cette remarque nous a conduit µa intro duire les
modµelesauto-associatifs permettant de construire de nouvellesm¶ethodesde r¶eduction de dimension
non-lin¶eaires.Cesmodµelessont pr¶esent¶esdans un cadre g¶en¶eral paragraphe3.1 et leur application
µa l'analyse d'images est illustr ¶eeparagraphe3.2.

3.1 Les mo dµeles auto-asso ciatifs

L'A CP [91] est une m¶ethode couramment utilis ¶ee pour la r¶eduction de dimension en analysedes
donn¶ees.Elle b¶en¶e¯cie de plusieurs interpr¶etations:

{ Etant donn¶eun ensemble depoints deRp, et pour un entier 0 · d · p, l'A CP construit le sous-
espacea±ne de dimension d approchant au mieux les points au sensde la distance euclidienne.
Partant de ce point de vue g¶eom¶etrique, de nombreux auteurs ont propos¶e des extensionsnon-
lin¶eairesde cette m¶ethode. Les approches de type courbes ou surfacesprincipales [84] font partie
de cette famille de m¶ethodes.

{ L'A CP peut ¶egalement être interpr¶et¶ee en termes de poursuite de projection [88, 92]. Elle
recherche le sous-espacea±ne de dimension d maximisant la variance projet¶ee. Un algorithme
de type poursuite de projection permettant de r¶ealiser l'A CP it ¶erativement est pr¶esent¶e dans le
paragraphe 3.1.1. L'in tro duction de crit µeres autres que la variance permet de d¶e¯nir autant de
m¶ethodesd'exploration desdonn¶ees[44,106].Dans lesapprochesde typeACPVI-Spline (analyseen
composantesprincipalesdevariablesinstrumentales [40]) et ACP curvilin ¶eaire[10], l'in tro duction de
transformations non-lin¶eairesdescoordonn¶eespermet de conserver un crit µere de variance projet¶ee
sur les donn¶eestransform¶ees.

{ En¯n, il est ¶egalement possibled'associer un modµele probabiliste gaussienµa l'A CP [118], le
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sous-espacea±ne ¶etant alors obtenu par maximisation d'une vraisemblance.Cette approche permet
d'obtenir d'autres m¶ethodesde r¶eduction de dimension en consid¶erant desmodµelesnon-gaussiens,
par exempledesmodµelesde m¶elange.
Construire une l'A CP non-lin¶eaire est donc un problµeme di±cile si l'on ne souhaite pas perdre
sestrois interpr¶etations. Ainsi, la construction d'un modµele probabiliste satisfaisant est souvent
impossiblesanssp¶eci¯er la loi desobservations. La m¶ethode ainsi construite est alors ad hoc et de
peud'utilit ¶eenpratique. De plus, l'in tro duction d'une non-lin¶earit¶epeut fait perdre l'in terpr¶etation
g¶eom¶etrique du modµele construit. Les notions de variables principales, de directions principales,
d'inertie expliqu¶eeet r¶esiduelleseg¶en¶eralisent alors malais¶ement. La non-lin¶earit¶e du modµele pose
¶egalement les problµemesde l'existence, unicit ¶e et calculabilit ¶e d'un estimateur du modµele.
Dans le paragraphe3.1.2,nousd¶e¯nissonslesmodµelesauto-associatifs (AA), candidatsµa la g¶en¶erali-
sation de l'A CP. Les modµelesAA ont ¶et¶e intro duits initialement du point de vue g¶eom¶etrique dans
le cadre de ma thµese[65] dirig¶ee par Bernard Chalmond (Universit¶e de Cergy-Pontoise) et Jean-
Marc Dinten (LETI/CEA). Ces modµelesreposent sur l'approximation du nuage des observations
par une vari¶et¶e di®¶erentiable [71]. Nousmontrons dansle paragraphe3.1.3quecesmodµelespeuvent
¶egalement être interpr¶et¶escommedesmodµelesde poursuite de projection en r¶egression[45] adapt¶es
au cas auto-associatif. De ce fait, nous proposonsun algorithme de mise en ¾uvre ais¶ee. Deux
exemplesde modµelesparticuliers sont pr¶esent¶es paragraphe 3.1.4. Les aspects de mise en ¾uvre
sont ¶evoqu¶es paragraphe 3.1.5. Ces travaux ont ¶et¶e r¶ealis¶es en collaboration avec Serge Iovle®
(Universit¶e Lille 1) et sont publi¶esdans [74].

3.1.1 Exemple de l'analyse en comp osantes principales

Soit X est un vecteur al¶eatoire de Rp possµedant un moment du secondordre. Il peut sed¶ecomposer
en une somme de d variables al¶eatoires non corr¶el¶ees (variables principales) et d'un r¶esidu en
appliquant de maniµere it ¶erative les¶etapes[A] (recherche d'Axes), [P] (Pro jection), [R] (R¶egression)
et [M] (Mise µa jour) suivantes:

Algorithme 3.1.1

{ Pour j = 0, on poseR0 = X ¡ E [X ].

{ Pour j = 1; : : : ;d :

[A] D¶eterminer aj = argmax
x2 Rp

E
h

x;R j ¡ 1®2
i

s.c. kxk = 1 et

x;ak

®
= 0; 1 · k < j .

[P] Calculer Yj =

aj ;Rj ¡ 1

®
.

[R] D¶eterminer bj = arg min
x2 Rp

E
h°
° Rj ¡ 1 ¡ Yj x

°
° 2

i
s.c.


x;aj

®
= 1,

(on trouve bj = aj ) puis poser sj (Yj ) = Yj bj .

[M] Calculer R j = Rj ¡ 1 ¡ sj (Yj ).

Lesvecteursaj sont appel¶eesdirections r¶ev¶elatrices, lesvariablesal¶eatoiresYj variablesprincipales,
les fonctions sj fonctions de r¶egression,et les vecteurs al¶eatoires R j r¶esidus.L'¶etape [A] consiste
µa rechercher un axe privil ¶egi¶e perpendiculaire aux pr¶ec¶edents, qui maximise un certain crit µere: ici
la variance projet¶ee. L'¶etape [P] est une projection des r¶esidussur l'axe trouv¶e pour d¶eterminer
les variables principales, l'¶etape [R] consisteµa chercher la meilleure fonction lin¶eaire des variables
principales qui approche les r¶esidus.L'¶etape [M] est une mise µa jour desr¶esidus.
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LesmodµelesAA ¶etendent l'algorithme pr¶ec¶edent en consid¶erant des¶etapes[A] et [R] plus g¶en¶erales.
Pour l'¶etape [A], nous consid¶eronsun certain nombre d'autres crit µeresissusde la poursuite de pro-
jection correspondant µa des objectifs di®¶erents. Nous envisageonsl'¶etape [R] commeun problµeme
de r¶egressionpouvant être abord¶e par des outils de type splines ou estimateurs µa noyaux. Nous
montrons que ce type de g¶en¶eralisation de l'A CP permet de conserver sesprincipales propri¶et¶es
th¶eoriques(construction d'un modµeleexact, d¶ecroissancedesr¶esidus,...) ou de les¶etendre(approxi-
mation desr¶ealisationsde X non plus par un sous-espacea±ne mais par une vari¶et¶e di®¶erentiable).

3.1.2 D¶e¯nition des mo dµeles auto-asso ciatifs

D¶e¯nition 3.1.1 Une application F : Rp ! Rp est dite auto-associative de dimension d, s'il
existe d vecteurs orthonorm¶es aj et d fonctions sj : R ! Rp v¶eri¯ant Paj ±sj = IRp et Pak ±sj = 0,
1 · k < j · d, oµu Paj (x) =


aj ;x

®
, tels que

F =
³

IRp ¡ sd ±Pad

´
± : : : ±

¡
IRp ¡ s1 ±Pa1

¢
=

1a

k= d

³
IRp ¡ sk ±Pak

´
:

Les vecteurs aj sont appel¶es les directions r¶ev¶elatrices, les fonctions sj sont appel¶eesles fonctions
de r¶egressionet on ¶ecrit F 2 A d

a;s.

Par la suite, le signe produit repr¶esentera le produit de composition. Un modµele auto-associatif
de dimension d est donc d¶etermin¶e par d fonctions de r¶egressionet d directions r¶ev¶elatrices. On
montre (voir [70], Lemme 2) que les modµelesauto-associatifs additifs d¶e¯nis ci-dessoussont un cas
particulier desmodµelesauto-associatifs.
D¶e¯nition 3.1.2 Une application F : Rp ! Rp est dite auto-associative additive de dimension d,
s'il existed vecteurs orthonorm¶esaj et d fonctions sj : R ! Rp v¶eri¯ant Paj ±sj = IRp et Pak ±sj = 0,
1 · k < j · d, oµu Paj (x) =


aj ;x

®
, tels que

F = IRp ¡
dX

k=1

sk ±Pak :

D'autre part, un modµeleauto-associatif est dit lin¶eaire si les fonctions de r¶egressionssont lin¶eaires.
Le lemme suivant est ¶etabli dans [66].
Lemme 3.1.1 Soit F 2 A d

a;s, et supposons que les sj , j = 1; : : : ;d soient C1 de R dans Rp.
L' ¶equation F (x) = 0 d¶e¯nit alors une sous-vari¶et¶e di®¶erentiable de dimension d.
Ce r¶esultat est essentiel puisqu'il permet de g¶en¶eraliser l'in terpr¶etation g¶eom¶etrique de l'A CP :
l'approximation de nuagesde points par un sous-espacevectoriel.

D¶e¯nition 3.1.3 Soit X un vecteur al¶eatoire de Rp de carr¶e int¶egrable. On dit que X v¶eri¯e
un modµele auto-associatif de dimension d de directions r¶ev¶elatrices (a1; : : : ;ad), de fonctions de
r¶egression (s1; : : : ;sd) et de r¶esidu " , si X v¶eri¯e F (X ¡ ¹ ) = " oµu F 2 A d

a;s, ¹ 2 Rp et oµu " est
un vecteur al¶eatoire centr¶e.

Donnons deux exemplesde modµelesauto-associatifs triviaux :
1. Tout X satisfait un modµele AA de dimension 0. Il su±t de choisir F = I Rp , ¹ = E [X ] et

" = X ¡ E [X ]. On a alors Var[k"k2] = Var[kX k2].
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2. X satisfait toujours ¶egalement un modµele AA de dimension p. Dans ce cas F = 0, ¹ = 0 et
" = 0 conduisent µa Var

h
k"k2

i
= 0.

Dans la pratique, il s'agit de r¶ealiser un compromis entre ces deux extrêmesen construisant un
modµele de dimension d ¿ p et tel que Var

h
k"k2

i
¿ Var

h
kX k2

i
. Par exemple,dans le cas oµu X

possµedeune matrice de variance-covariance § de rang d, il satisfait un modµele AA additif lin¶eaire
de dimension d de r¶esidu nul. En e®et,en notant aj , j = 1; : : : ;d les vecteurspropres de § associ¶es
aux valeurs propres non nulles. Les choix

F (x) =
1a

k= d

³
IRp ¡ Pak ak

´
(x);

¹ = E [X ] et " = 0 p.s. d¶e¯nissent un modµele auto-associatif additif lin¶eaire pour X :

X = E [X ] +
dX

k=1

D
ak ;X ¡ E [X ]

E
ak p:s: (3.1)

Il s'agit de la d¶ecomposition de X obtenue par ACP, comme il sera vu dans le Corollaire 3.1.2.
En¯n, si X v¶eri¯e un modµele auto-associatif additif, on a

X = ¹ +
dX

k=1

sk
³D

ak ;X
E´

+ "; (3.2)

ce qui est une forme parfois propos¶ee dans les approches de type r¶eseauxde neurones(voir par
exemple[93] ou le Perceptron Multicouches[24]) a¯n de g¶en¶eraliser le modµele (3.1). Les limites de
cette extensionsont ¶evoqu¶eesau paragraphe3.1.4.1.

D¶e¯nition 3.1.4 On dit qu'un ensembleS(R;Rp) de fonctions mesurablesde R dans Rp est ad-
missible s'il est un sous-ensembleferm¶e de L 2 et s'il v¶eri¯e la condition suivante:

(R) :

8
<

:

8a 2 Rp tel que kak = 1; s 2 S(R;Rp) ) s ¡ ha;si a 2 S(R;Rp)
8b 2 Rp s 2 S(R;Rp) ) s + b 2 S(R;Rp)

IRb 2 S(R;Rp):

La condition (R) s'interprµete comme une invariance par projection et par translation. Un choix
possiblede S(R;Rp) est l'ensemble des fonctions a±nes de R dans Rp. Cet exemple est pr¶esent¶e
dans le paragraphe3.1.4.1.

D¶e¯nition 3.1.5 Soit a un vecteur unitair e de Rp. Un index I est une fonctionnelle qui associe µa
la projection du vecteur al¶eatoire X sur a (i.e. ha;X i ) un r¶eel positif.

Un choix de I possible est I (ha;X i ) = Var [ha;X i ], la variance projet¶ee. D'autres exemplessont
pr¶esent¶esau paragraphe3.1.5.2.
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3.1.3 Construction et propri ¶et¶es

Soient S(R;Rp) un ensemble de fonctions admissibleset d 2 f 0; : : : ;pg. On intro duit l'algorithme
suivant:

Algorithme 3.1.2

{ Pour j = 0, on pose¹ = E [X ] et R0 = X ¡ ¹ .

{ Pour j = 1; : : : ;d :

[A] D¶eterminer aj = argmax
x2 Rp

I (

x;R j ¡ 1®

) s.c. kxk = 1,

ak ;x

®
= 0; 1 · k < j .

[P] Calculer Yj =

aj ;Rj ¡ 1

®
.

[R] Choisir sj 2 arg min
s2S (R;Rp )

E
h°
° Rj ¡ 1 ¡ s(Yj )

°
° 2

i
s.c. Paj ±sj = I .

[M] Calculer R j = Rj ¡ 1 ¡ sj (Yj ).

Nous v¶eri¯ons Th¶eorµeme 3.1.1 que cet algorithme construit un modµele auto-associatif de dimen-
sion d. De plus, µa l'issue de p it ¶erations il construit une repr¶esentation exactede X .
L'¶etape [R] d¶epend fortement du choix de S(R;Rp). Deux cas extrêmessont ¶etudi¶es: le cas oµu
S(R;Rp) = A(R;Rp) l'ensemble desfonctions a±nes de R dans Rp, dans le paragraphe3.1.4.1et le
casoµu S(R;Rp) = L 2, dansle paragraphe3.1.4.2.Le choix del'index I estdiscut¶eparagraphe3.1.5.2.

Th ¶eorµeme 3.1.1 L'algorithme 3.1.2 construit un modµele auto-associatif de dimension d de direc-
tions r¶ev¶elatrices (a1; : : : ;ad), de fonctions de r¶egression (s1; : : : ;sd) et de r¶esidu " = Rd. De plus,
si d = p alors " = Rp = 0 et on a la d¶ecomposition exacte:

X = E [X ] +
pX

k=1

sk (Yk ) p:s:

Cespropri¶et¶essont g¶en¶eralesdansle sensoµu ellesned¶ependent ni de l'index I choisi, ni de l'ensemble
de fonctions admissible S(R;Rp). Dans le paragraphe 3.1.4 quelquespropri¶et¶es compl¶ementaires
correspondant µa deschoix de I et S(R;Rp) particuliers sont ¶etablies. Le corollaire suivant est utile
en pratique pour choisir la dimension d'un modµele.

Corollaire 3.1.1 Soit Qd la fraction d'information repr¶esent¶eepar un modµeleAA de dimension d :

Qd = 1 ¡ E
· °
°
° Rd

°
°
°

2
¸

/V ar [kX k] :

On a alors Q0 = 0, Qp = 1 et la suite (Qd) est croissante.

3.1.4 Deux mo dµeles particuliers

Nousconsid¶eronsdeux casimportants en pratique oµu il est possiblede fournir une solution explicite
µa l'¶etape [R] : les modµeles auto-associatifs lin¶eaires et les modµeles auto-associatifs de r¶egression.
Cesmodµelesh¶eritent despropri¶et¶es¶etablies dans le paragraphepr¶ec¶edent. Dans chaque cas,nous
compl¶etonscespropri¶et¶esg¶en¶eralespar quelquescaract¶eristiquespropresµa cesdeux casparticuliers.
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3.1.4.1 Les mo dµeles auto-asso ciatifs lin ¶eaires

Nous nous int¶eressonsau casoµu S(R;Rp) = A(R;Rp). L' ¶etape [R] s'¶ecrit

[R] Trouver bj = arg min
x2 Rp

E
£
kRj ¡ 1 ¡ Yj xk2¤

, s.c.

aj ;x

®
= 1,

et on obtient commesolution du problµemed'optimisation souscontrain te

bj = § j ¡ 1aj =(t aj § j ¡ 1aj ) (3.3)

oµu § j est la matrice de variance-covariance de R j . On a l'analogue du Th¶eorµeme3.1.1 suivant :

Th ¶eorµeme 3.1.2 L'algorithme 3.1.2 construit un modµele auto-associatif lin¶eaire de dimension d
pour X de fonctions de r¶egressionsj (t) = tbj . De plus pour d = p, on a la d¶ecomposition :

X = E [X ] +
pX

k=1

Ykbk ; p:s: (3.4)

oµu les variables al¶eatoires Yk , k = 1; : : : ;p sont non corr¶el¶ees.

Sur la basede ce r¶esultat, il est possible de construire des modµelesauto-associatifs lin¶eairesqui
ne soient pas additifs µa partir de l'¶etape [R] ainsi d¶e¯nie. On montre ¶egalement dans le corollaire
suivant que pour une ¶etape [A] bien choisie, on retrouve le modµele lin¶eaire et additif de l'A CP.
Corollaire 3.1.2 Si de plus I (


x;R j ¡ 1

®
) = Var

£
x;R j ¡ 1

®¤
, alors l'algorithme 3.1.2 e®ectue une

ACP de X . En particulier, pour d = p, on a

X = E [X ] +
pX

k=1

Ykak ; p:s:

avec Yk =

X ¡ E [X ] ;ak

®
et ak est le vecteur propre de la matrice de covariance de X associ¶e µa

la kµeme plus grande valeur propre.
Nous avons ¶egalement prouv¶e un r¶esultat r¶eciproque ([70], Th¶eorµeme 1) : le seul modµele auto-
associatif additif est celui de l'A CP. Ce r¶esultat limite consid¶erablement l'in t¶er̂et desmodµelesauto-
associatifs additifs tels que (3.2).

3.1.4.2 Les mo dµeles auto-asso ciatifs de r¶egression

Nous consid¶eronsd¶esormaisle casoµu S(R;Rp) = L 2. Dans ce cas, l'¶etape [R] possµedeune solution
explicite : sj (Yj ) = E

£
Rj ¡ 1jYj

¤
. En e®et, l'esp¶eranceconditionnelle est un projecteur orthogonal

et v¶eri¯e la contrain te du problµemed'optimisation puisque

aj ;Rj ¡ 1

®
= Yj . On a alors le r¶esultat

suivant :

Th ¶eorµeme 3.1.3 L'algorithme 3.1.2 construit un modµele auto-associatif de dimension d. De plus
si d = p alors on a la d¶ecomposition exacte:

X = E [X ] +
pX

j =1

sj (Yj ); p:s: (3.5)

oµu Yj et Yj +1 sont non-corr¶el¶ees, j = 1; : : : ;p ¡ 1.

Dans la suite cesmodµelesseront d¶esign¶espar modµelesauto-associatifs de r¶egression(AAR).
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3.1.5 Mise en ¾uvre

Le paramµetre ¹ est estim¶e par la moyenne empirique. Les deux ¶etapes cruciales dans l'algo-
rithme 3.1.2sont [A] et [R] : la d¶etermination de la direction r¶ev¶elatrice et l'estimation de la fonction
de r¶egression.Le choix de l'index I et de la classede fonctions S(R;Rp) d¶eterminent en e®etµa la
fois la nature du modµele obtenu et la complexit¶e de calcul associ¶ee aux problµemesd'optimisation
[A] et [R].

3.1.5.1 Estimation de la fonction de r¶egression

Pour ce problµeme on peut remarquer que si S(R;Rp) est l'ensemble des fonctions lin¶eaires de R
dans Rp alors il existe une unique solution donn¶eepar (3.3). Il su±t donc de remplacer dans cette
expression§ j ¡ 1 par son estimateur empirique et aj par son estimation obtenue µa l'¶etape [A].
Dans le casdesmodµelesauto-associatifs de r¶egression,il s'agit d'estimer l'esp¶eranceconditionnelle
de Rj ¡ 1 sachant Yj . Ce problµeme standard peut être r¶esolu (par exemple) par une r¶egressionpar
noyau ou une r¶egressionspline. Par rapport au problµeme classiquede r¶egression,nous avons une
contrain te suppl¶ementaire sur la fonction µa estimer. A l'it ¶eration j , elle doit v¶eri¯er Paj ± sj = I .
En sepla»cant dans la baseorthonorm¶eeB j obtenue en compl¶etant f a1; : : : ;aj g, il su±t de r¶ealiser
p ¡ j r¶egressions,composantes par composantes. Pour la composante num¶ero k 2 f j + 1; : : : ;pg
l'estimateur µa noyau s'¶ecrit dans la baseB j :

~sj
k (u) =

nX

i =1

~Rj ¡ 1
i;k K h(u ¡ Yi;j )

,
nX

i =1

K h(u ¡ Yi;j ) ; (3.6)

oµu ~Rj ¡ 1
i;k repr¶esente la kµemecoordonn¶eedu r¶esidu de l'individu i µa la (j ¡ 1)µemeit ¶eration dans la

baseB j . Yi;j repr¶esente la valeur de la j µemevariable principale pour l'individu i .

3.1.5.2 D¶etermination des directions r¶ev¶elatrices

Le choix de l'index I est µa la basede tout problµeme de poursuite de projection (PP) oµu il s'agit
de trouver des directions \in t¶eressantes". Nous renvoyons µa [88, 92] pour des articles de synthµese
sur ce type de problµeme. Le sensde l'adjectif \in t¶eressantes" d¶epend du problµeme d'analyse des
donn¶eesconsid¶er¶e. Par exemple,Friedman et al [44] ont propos¶e un index pour faire apparâ³tre des
groupes ou utilisent une distance µa la normalit ¶e pour mettre en ¶evidenced'¶eventuelles structures
plus complexesdu nuage de points. Citons ¶egalement les index d¶edi¶es µa la recherche de points
aberrants [106].
Dans le cadre des modµelesauto-associatifs de r¶egression,il s'agit de rechercher des directions qui
param¶etrent au mieux la vari¶et¶e que l'on cherche µa estimer. Dans cecadre,Demartines [30] propose
un index qui favorise les directions dans lesquellesla projection conserve approximativ ement les
distances.Nousdonnonsdeux exemplesd'index favorisant lesdirections danslesquellesla structure
de voisinageest respect¶eepar projection.

Premier index. L'index suivant comptabilise le nombre de points qui sont plus prochesvoisins
dans Rp et le sont encoreaprµesprojection. Il est intro duit dans [66]. A l'it ¶eration j , il s'¶ecrit :

I
¡ 

x;R j ¡ 1®¢
=

nX

i = k

X

`6= k

I
n

Rj ¡ 1
k ppv Rj ¡ 1

`

o
I
nD

x;R j ¡ 1
k

E
ppv

D
x;R j ¡ 1

`

Eo
; (3.7)
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oµu "ppv" est l'abr¶eviation de "plus proche voisin de". Cet index peut être r¶e¶ecrit sousla forme

I
¡

x;R j ¡ 1®¢
=

nX

i = k

X

`6= k

mj
k` I

nD
x;R j ¡ 1

k

E
ppv

D
x;R j ¡ 1

`

Eo
;

oµu mj
k` = I f Rj ¡ 1

k ppv Rj ¡ 1
` g sont les coe±cients de la matrice de contiguÄ³t¶e du premier ordre:

M j = (mj
k` ). Il apparâ³t que l'index b¶en¶e¯cie despropri¶et¶esd'invariance par translation et ¶echelle

([66], Lemme3.1) permettant de le placer dansla classeI I I d¶e¯nie par Huber [88]. La maximisation
de cet index est un problµeme d¶elicat. Une solution bas¶ee sur un algorithme de recuit simul¶e est
intro duite dans [21]. N¶eanmoins, cette solution est tr µes lourde µa mettre en ¾uvre. Une version
simpli¯ ¶eede l'index (3.7) est alors intro duite.

Second index. Nous proposonsici une approche similaire µa celle de Lebart [97] qui consisteµa
d¶e¯nir un coe±cient decontiguÄ³t¶edont la minimisation permet ded¶eplier lesstucturesnon lin¶eaires.
En terme d'index, il s'agit de maximiser en x µa l'it ¶eration j le rapport de formes quadratiques:

I
¡ 

x;R j ¡ 1®¢
=

nX

i =1

D
x;R j ¡ 1

i

E2
,

nX

k=1

nX

`=1

mj
k`

D
x;R j ¡ 1

k ¡ Rj ¡ 1
`

E2
: (3.8)

Le num¶erateur de (3.8) est la varianceprojet¶eedesr¶esidus,sond¶enominateur repr¶esente la distance
entre la projection de r¶esidus plus proches voisins dans Rp. La maximisation de (3.8) doit alors
r¶ev¶eler les directions dans lesquellesla projection pr¶eserve la structure de voisinage du premier
ordre. La direction r¶ev¶elatrice aj est donn¶ee par le vecteur propre associ¶e µa la plus petite valeur
propre de la matrice V ?

j V ¡ 1
j oµu

V ?
j =

nX

k=1

nX

`=1

mj
k`

t (Rj ¡ 1
k ¡ Rj ¡ 1

` )(Rj ¡ 1
k ¡ Rj ¡ 1

` )

est proportionnelle µa la matrice de covariance locale. La matrice

Vj =
nX

k=1

t Rj ¡ 1
k Rj ¡ 1

k

estproportionnelle µa la matrice decovarianceempirique deR j ¡ 1. V ¡ 1
j d¶esignesoninverseg¶en¶eralis¶e,

Vj n'¶etant pas inversible puisque R j est orthogonal µa f a1; : : : ;aj g d'aprµes [74], Proposition 2.1(ii).
Notons que cette approche est ¶equivalente µa cellede Lebart lorsquela matrice de contiguÄ³t¶e M j est
sym¶etrique. Dans la pratique, les approches(3.7) et (3.8) donnent desr¶esultats comparables.

3.2 Application en analyse d'images

Nous pr¶esentons deux exemplesd'application desm¶ethodesde r¶eduction de dimension pr¶ec¶edentes
en analysed'images.



3.2 Application en analysed'images 45

3.2.1 Reconstruction µa partir d'une seule pro jection radiographique

L'ob jectif g¶en¶eral de la reconstruction d'images est de d¶eterminer une image tridimensionnelle de
la structure interne d'un objet µa partir de projections radiographiquesbidimensionnellesde celui-ci.
Le champ d'application le plus connu de ce type de probl¶ematique est la m¶edecine,mais l'industrie
en fait ¶egalement partie avec le contr ôle non destructif. C'est dans ce contexte que se situent nos
travaux en collaboration avec Bernard Chalmond (Universit¶e de Cergy-Pontoise) et Jean-Marc
Dinten (LETI/CEA). Plus pr¶ecis¶ement, nous nous pla»consdans le casoµu les cadencesde contr ôle
en ligne imposent la prise d'une seule radiographie, la reconstruction devant alors être men¶ee µa
partir d'une seule projection. Il s'agit d'un problµeme inverse mal pos¶e qui ne peut être r¶esolu
sansl'in tro duction de fortes informations a priori sur la g¶eom¶etrie de l'ob jet µa reconstruire. Nous
pr¶esentons dans la suite une d¶emarche permettant de construire un modµelea priori d'objet °exible
(dans le sensou un objet n'est pas n¶ecessairement de g¶eom¶etrie ¯g¶ee) µa partir d'un jeu d'exemples
de sesvariations de forme. Ce modµele est destin¶e µa être utilis ¶e dans une proc¶edure d'estimation
bay¶esiennede l'ob jet.

Mo dµele de la pro jection de l'ob jet. L'ob jet µa reconstruire est mod¶elis¶e par un cylindre
g¶en¶eralis¶e, c'est µa dire un volume caract¶eris¶e par une courbe axiale et une courbe ferm¶eed¶ecrivant le
contour dessectionstransverses[4]. Nousnousrestreignonsµa dessectionstransversesrectangulaires.
Ce modµele tr µes simple d'objet (voir ¯gure 3.1a) conduit µa une repr¶esentation de sa projection
radiographique par une surfaced'¶equation

Á(M ) = f (xH ) exp
½

¡ K q

µ
kH M k
`(xH )

¶ q¾
; (3.9)

avec K q = 2q log2 et oµu M est un point dans le plan (Oxy) de l'image, H est le point le plus
proche de M sur la surfaceS d'¶equation y = ¹ (x) dansR3 et xH sonabscissesur cette surface(voir
¯gure 3.1b). La fonction ¹ d¶ecrit la projection de la courbe axiale du cylindre g¶en¶eralis¶e.La fonction
f d¶ecrit la section de la surface (3.9) par S, et la fonction ` la largeur µa mi-hauteur des sections
transverses.Le paramµetre q > 0 quanti¯e le °ou induit par le systµemed'acquisition radiographique.
En r¶esum¶e, la projection radiographique est enti µerement d¶ecrite par les trois fonctions ¹ , ` et f .
Leurs graphessont appel¶escourbescaract¶eristiques.

(a) Modµele de l'ob jet

M

H

X

Y

Z

S

f(x   )H

y=µ(x)

l(x   )H

(b) Modµele de la projection

Fig. 3.1 { Mod¶elisation de l'objet par un cylindre g¶en¶eralis¶e et de sa projection radiographiquepar
une surface.



46 Chapitre 3. R¶eduction de dimension et analysed'images

Appren tissage des d¶eformations de la pro jection de l'ob jet. Il s'agit de mod¶eliser les
d¶eformations de la projection de l'ob jet µa partir d'un ensemble d'observations de celles-ci.Compte-
tenu du formalismedu paragraphepr¶ec¶edent, il su±t demod¶eliserlesd¶eformationsdestrois courbes
caract¶eristiques.Consid¶eronspar exemplela courbe d¶ecrite par la fonction f . On supposeque l'on
disposed'un ¶echantillon f f 1; : : : ;f ng desesd¶eformations,chacuned'elles¶etant discr¶etis¶eeenp points
f i = t (f 1

i ; : : : f p
i ). On obtient alors un ensemble de n vecteursde Rp, pouvant être interpr¶et¶e comme

la r¶ealisation d'un vecteur al¶eatoire X lorsque les courbessont discr¶etis¶eessur un mêmeintervalle.
L'apprentissagedes d¶eformations de la projection est alors ramen¶e µa la construction d'un modµele
auto-associatif d¶ecrite au paragraphe 3.1. Dans la suite, nous supposonsque le vecteur al¶eatoire
X est gaussienjusti¯an t l'utilisation de modµelesauto-associatifs lin¶eairesconstruits par ACP. Les
limitations de cette hypothµesesont illustr ¶eesdans [69] par l'in tro duction d'un d¶ecalagesimul¶e par
translation dans l'¶echantillon form¶e par les fonctions discr¶etis¶ees.D'aprµes le Corollaire 3.1.2, on
obtient un modµele lin¶eaire µa d paramµetres desd¶eformations de la courbe caract¶eristique:

f̂ (Y1; : : : ;Yd) = ¹f +
dX

k=1

Yk
¹f k

oµu ¹f est une estimation de E [X ] obtenue par la moyenne empirique des f f 1; : : : ;f ng et ¹f k est
l'estimation de la direction principale ak par le vecteur propre associ¶e µa la kµemeplus grandevaleur
propre ¸ k de la matrice de covarianceempirique desf f 1; : : : ;f ng. Dans cecontexte, ¹f k est appel¶e le
kµememode de d¶eformation (ou mode propre) de la courbe caract¶eristique et peut b¶en¶e¯cier d'une
interpr¶etation physique (torsion, ¶elongation, . . . ). Le paramµetre d est choisi µa l'aide de la fraction
d'information repr¶esent¶ee,voir Corollaire 3.1.1. En accord avec l'hypothµesede normalit ¶e de X , les
lois desparamµetresde d¶eformation sont mod¶elis¶eespar deslois normalescentr ¶eeset ind¶ependantes:
Yk » N (0;¸ k ).

Exemple en contr ôle non destructif. Le princip e de mod¶elisation d¶ecrit ci-dessusa ¶et¶e mis
en ¾uvre dans le cadre du contr ôle non destructif de souduresde circuits imprim ¶es [73]. A partir
d'une imageradiographiquede circuits imprim ¶essoud¶es,il est n¶ecessairede construire une imagede
la soudureseule.Le problµemeest donc le suivant : en tout point M de la projection radiographique
Áps d'une patte de composant soud¶e, on cherche µa distinguer la projection radiogrpahique de la
soudure Ás de celle de la patte du composant Áp sachant que Áps(M ) = Áp(M ) + Ás(M ). Dans
cet objectif, on mod¶elise la projection radiographique d'une patte de composant par (3.9). Cette
mod¶elisation est valide pour les pattes de type Gull-Wing consid¶er¶ees.Les variations de g¶eom¶etrie
de cette projection (duesaux tol¶erancesde fabrication et aux d¶eformationspossiblesd'une patte de
composant) sont apprisessur unebased'imagesdecomposants non-soud¶es.Le modµeleparam¶etrique
ainsi obtenu fournit un modµele a priori pour Áp permettant son identi¯cation µa partir de la seule
observation de Áps grâceµa une d¶emarche bay¶esiennenon d¶ecrite ici. On pourra se reporter µa [20],
Chapitre 12 pour plus de d¶etails. Disposant alors de l'estimation Á̂p, on en d¶eduit imm¶ediatement
une estimation Á̂s de Ás par soustraction, et il est ¶egalement possiblede reconstruire la g¶eom¶etrie
tridimensionnelle de la patte de composant. Un exemplede r¶esultats est pr¶esent¶e ¯gure 3.2.

3.2.2 Repr ¶esentation de bases d'images

Nous pr¶esentons deux exemplesde repr¶esentation de basesd'images extraits de [21].
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(a) (b)

Debut du modele

(c)

Fig. 3.2 { Repr¶esentation des images en surfaces de niveaux de gris : (a) patte soud¶ee Áps, (b)
estimation Á̂p correspondant µa la patte seule, (c) estimation Á̂s associ¶ee µa la soudure.

Images de synth µese. Nous¶etudions ici unebasede45imagesdetaille 256£ 256issuedel'archive
du Centre For Intelligent Systems,Faculty of Human Sciencesand Faculty of Technology, University
of Plymouth. Il s'agit d'images d'un objet de synthµese vu sous di®¶erents angles d'¶el¶evation et
d'azimuth. Un extrait de la baseest repr¶esent¶e ¯gure 3.3.

(a) (b) (c) (d) (e)

(f ) (g) (h) (i)

Fig. 3.3 { Extrait de la base d'images de synthµese. (a) image r¶ef¶erence, (b-e) rotation utilisant
l'angle d'¶el¶evation, (f-i) rotation utilisant l'angle d'azimuth.

Chaque image est repr¶esent¶eepar un vecteur de dimension M 2 = 2562. On obtient donc un nuage
de n = 45 points en dimension 65536. Cependant, par un simple changement de repµere, on se
ramµeneµa un ensemble de points en dimension p = 44. Notre but est de comparer les r¶esultats de
mod¶elisation obtenus par ACP et par lesmodµelesAAR intro duits au paragraphe3.1.4.2.Il apparâ³t
qu'un modµeleAAR de dimensiond = 1 permet de repr¶esenter plus de Q1 = 96%de l'information. A
titre de comparaison,un modµele lin¶eaireconstruit par ACP doit être de dimension4 pour atteindre
cepourcentage. De plus, le coudedansla courbe repr¶esentant la suite (Qd)d¸ 0 associ¶eeaux modµeles
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Fig. 3.4 { Repr¶esentation de la projection de la vari¶et¶e de dimension 1 et du nuagede points dans
le repµere form¶e par les trois premiers axesprincipaux.

Fig. 3.5 { Simulation de 4 imagespar le modµele AAR de dimension 1. La variable Y1 est simul¶ee
uniform¶ement sur l'interval le [min

i
Y1;i ; max

i
Y1;i ].

AAR semble indiquer que d = 1 est un choix correct de dimension de modµele. La projection de la
vari¶et¶e correspondante dans l'espaceform¶e par les trois premiers axes principaux est repr¶esent¶ee
¯gure 3.4 oµu elle est superpos¶eeµa la projection du nuagede points. Mod¶elisercenuagede points par
une vari¶et¶e de bidimensionnellea ¶egalement un senspuisque les imagessont g¶en¶er¶eespar rotation
de l'ob jet dans deux directions orthogonales.
Il est int¶eressant de noter que la variable principale Y1 associ¶ee au modµele AAR de dimension 1
est interpr¶etable. Elle correspond µa l'angle de rotation d'¶el¶evation. Pour s'en convaincre, il su±t de
simuler desr¶ealisationsuniformes de cette variable et de repr¶esenter les imagesainsi simul¶eesavec
le modµele AAR de dimension 1 (¯gure 3.5). La variable Y2 n'est pas aussi ais¶ement interpr¶etable.
Pour cette raison, le modµele AAR de dimension 1 semble pr¶ef¶erable.

Images r¶eelles. Une exp¶erimentation similaire est men¶eeµa partir d'une basede 400 imagesde
taille 112£ 92 issuedu Olivetti and Oracle Research Laboratory. Il s'agit d'images de visagesde
40 individus. L'A CP demandeun modµele de dimension 210 pour obtenir les mêmesperformances
d'approximation d'un modµele AAR de dimension 89. A dimension ¶egale(µa 89), l'A CP conduit µa
une erreur relative par pixel de 35%contre 20%les modµelesAAR. Ceci ce traduit visuellement sur
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lesvisages(¯gure 3.6). Par ACP, on obtient uniquement la forme globaledu visageavecdisparition
des principaux traits caract¶eristiques. Avec les modµeles AAR, les yeux et la bouche, primitiv es
souvent utilis ¶eespar les m¶ethodesde reconnaissancede visage,sont beaucoupmieux reconstruits.

Fig. 3.6 { Repr¶esentation de 5 imagesdi®¶erentesdu mêmeindividu (premiµere ligne) par le modµele
AAR (seconde ligne) et par ACP (derniµere ligne).

3.3 Perspectiv es

Les travaux d¶ecrits danscechapitre trouvent une partie de leurs prolongements dans le cadred'une
ACI \massede donn¶ees"impliquant en particulier le projet LEAR (apprentissageet reconnaissance
en vision par ordinateur) de l'INRIA Rhône-Alpes. Dans ce même contexte, je co-encadredepuis
octobre 2003avec Cordelia Schmid (LEAR) la thµesede Charles Bouveyron sur le thµeme\Mo dµeles
statistiques pour la s¶election et l'organisation de descripteurs d'images". Nous nous proposons
d'¶etudier les problµemesparticuliers pos¶espar l'utilisation desm¶ethodesde r¶eduction de dimension
en analysed'images.Ainsi, la mod¶elisation d'une imagepar un vecteur de Rp propos¶eeen intro duc-
tion n'est pas satisfaisante car ne prenant pas en compte la notion de proximit ¶e entre pixels. Une
solution envisageableest de ne pas travailler sur les pixels eux-mêmes,mais sur des descripteurs
extraits de l'image. Dans les deux cas, il est indispensabled'adapter la m¶ethode de r¶eduction de
dimension µa la nature spatiale desdonn¶ees.
Ind¶ependamment du contexte de l'analyse d'image, l'¶etude des modµelesauto-associatifs demande
µa être poursuivie. Je projette d'¶etudier les propri¶et¶esasymptotiques desestimateurs mis en ¾uvre
et ainsi de d¶e¯nir un test permettant le choix de la dimensiondu modµele.D'autre part, lesmodµeles
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auto-associatifs tels qu'ils sont d¶e¯nis ici supposent l'existence de directions dans lesquellesla
vari¶et¶e est param¶etrable. Cette hypothµeselimite le champ d'application de cesmodµeles.A¯n de
lever cette limitation, j'envisaged'¶etendre la d¶e¯nition de cesmodµelesaux vari¶et¶esparam¶etrables
par des couplesde directions. En¯n, j'aimerais ¶egalement ¶etendre cesmodµelesµa la repr¶esentation
de r¶eunion de vari¶et¶esa¯n de pouvoir prendre en compte les distributions de m¶elange.
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Chapitre 4

Estimation de courb es de r¶ef¶erence

De nombreusesexp¶erimentations, en particulier dans le cadre d'¶etudesbiom¶edicales,sont con-
duites pour ¶etablir des intervalles de valeurs qui sont prises \normalement" par une variable
d'in t¶er̂et Y , dans une population cible. Ici, le terme \normalement" fait r¶ef¶erenceaux valeurs que
l'on est susceptibled'observer avec une probabilit ¶e donn¶ee, dans des conditions normales et pour
desindividus typespr¶esum¶esen bonnesant¶e. Cesintervallessont appel¶esintervallesde r¶ef¶erenceet
les valeurs correspondantes valeurs de r¶ef¶erence.Par exemple,on peut s'int¶eresserµa un intervalle
excluant les 5% d'observations les plus grandes et les 5% d'observations les plus petites. Ainsi,
la construction d'in tervalles de r¶ef¶erencerepose sur le calcul de quantiles. Par ailleurs, il arrive
r¶eguliµerement que, sur la population cible, l'on disposesimultan¶ement, avec la variable d'in t¶er̂et Y ,
d'une information compl¶ementaire sous la forme d'une covariable X . Trµes souvent, X repr¶esente
l' âgedu sujet. Pour unevaleur donn¶eex deX , on peut construire un intervalle de r¶ef¶erence.Lorsque
x varie, on obtient alors des \courb es de r¶ef¶erence" ou plus pr¶ecis¶ement des hypersurfaces.Dans
ce cadre, il est n¶ecessairede travailler avec les quantiles conditionnels de Y sachant X . Le trac¶e de
courbesde r¶ef¶erencesur le nuagedesvaleursprisespar le couple (X ;Y ) pour lessujets de r¶ef¶erence
donneun r¶esum¶e graphiquetr µesutile et interpr¶etable lorsquela covariable X est unidimensionnelle.
Ainsi, un individu i repr¶esent¶e par le point (x i ;yi ) pourra être compar¶e µa la population de r¶ef¶erence.
En d'autres termes, une \anormalit ¶e" de cet individu serasuspect¶eesi ce point sesitue en dessous
de la courbe de r¶ef¶erenceinf¶erieure ou au dessusde la courbe de r¶ef¶erencesup¶erieure. L'estimation
descourbesde r¶ef¶erencesseposeaussibien dans les domainesbiom¶edical et biom¶etrique, que dans
le domaine industriel. Nos travaux dans le cadre unidimensionnel sont pr¶esent¶es paragraphe 4.1.
L'extension au casmultidimensionnel fait l'ob jet du paragraphe4.2. L'ensemble de l'¶etude r¶esum¶ee
dans ce chapitre est le fruit d'une collaboration avec Ali Gannoun, J¶erôme Saracco(Universit¶e
Montpellier 2) et Christiane Guinot (CERIES).

4.1 Covariable unidimensionnelle

Nous pr¶esentons dans le paragraphe 4.1.1 un extrait de la litt ¶erature concernant l'estimation des
quantiles conditionnels. Le paragraphe 4.1.2 est consacr¶e µa la pr¶esentation des estimateurs non
param¶etriquesdesquantiles conditionnelsquenousavonsretenus.Un extrait de l'¶etudecomparative
de cesestimateurs sur simulations men¶ee dans [49] est pr¶esent¶e dans le paragraphe 4.1.3. En¯n,
nous exposonsdans le paragraphe 4.1.4 une application visant µa ¶etablir des courbes de r¶ef¶erence,
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en fonction de l' âge, des propri¶et¶es biophysiquesde la peau de femmessur deux zonesdu visage
et une zonede l'avant-bras. L'¶etude complµete peut être trouv¶eedans [48]. Les logiciels d¶evelopp¶es
pour mener cette ¶etude sont d¶ecrits dans [50].

4.1.1 Quan tiles conditionnels et courb es de r¶ef¶erence

Le quantile conditionnel d'ordre ® 2]0:5;1[ de Y sachant X = x est d¶e¯ni par q®(x) = F ¡ 1(®jx),
oµu F (:jx) d¶esignela fonction de r¶epartition conditionnelle de Y sachant X = x. Une caract¶erisation
alternativ e de q®(x) est obtenue sousforme d'un problµemed'optimisation :

q®(x) = argmin
µ2 R

E [½®(Y ¡ µ)jX = x] ; (4.1)

oµu ½® est la fonction d¶e¯nie par ½®(z) = ®zI [0;1 ) (z) ¡ (1¡ ®)zI (¡1 ;0)(z): Pour une valeur x donn¶ee,
l'in tervalle de r¶ef¶erencecontenant 100(2® ¡ 1)% des sujets de r¶ef¶erenceest ensuite d¶e¯ni par
I ®(x) = [q1¡ ®(x); q®(x)]: Les courbesde r¶ef¶erencesont alors les ensembles de points f (x;q1¡ ®(x)g
et f (x;q®(x)g lorsque x varie. Soit qn;®(x) un estimateur de q®(x) obtenu µa partir de l'¶echantillon
f (X i ;Yi ); i = 1; : : : ;ng de n r¶ealisations ind¶ependantes du couple de variables al¶eatoires (X ;Y ).
L'estimateur correspondant de I ®(x) est d¶e¯ni par I n;®(x) = [qn;1¡ ®(x); qn;®(x)]: En pratique, pour
obtenir les courbes de r¶ef¶erenceµa 90%, ® est choisi ¶egal µa 0:95. Trois types d'approches existent
pour l'estimation desquantiles conditionnels.

Appro che param ¶etrique. Quand l'¶echantillon estdepetite taille, deshypothµesesparam¶etriques
sont habituellement impos¶eesa¯n de r¶eduire le nombre de paramµetres µa estimer. En particulier,
lorsquela fonction de r¶epartition conditionnelle est suppos¶eegaussienne,un estimateur du quantile
conditionnel est obtenu µa partir d'estimateurs de l'esp¶eranceet de la variance conditionnelles. Un
modµele lin¶eaire ou polynomial [112] associ¶e µa la m¶ethode des moindres carr¶es est g¶en¶eralement
utilis ¶e pour estimer cesdeux quantit ¶es. Cependant cesestimations sont tr µes sensiblesaux valeurs
aberrantes de Y . De plus, il peut être n¶ecessairede transformer les donn¶eesde d¶epart dans l'espoir
d'obtenir des r¶esidus normalement distribu ¶es avec cette nouvelle ¶echelle. L'existence d'une telle
transformation n'est nullement garantie. Il est aussi connu que les hypothµesesparam¶etriques sont
restrictiv eset peuvent rarement être faites aveccertitude [22]. Ainsi, l'approche param¶etrique peut
être mal adapt¶ee µa la r¶ealit¶e des donn¶eesen particulier biologiques. Des approches semi ou non
param¶etriques du problµemeont alors ¶et¶e d¶evelopp¶eesa¯n de pallier cesproblµemesd'hypothµeseset
de mod¶elisation param¶etriques.

Appro che semi param ¶etrique. Les m¶ethodessemiparam¶etriques consistent µa rechercher une
transformation desvaleursobserv¶eesde la variable Y de fa»conµa lesrendre normalement distribu ¶ees.
Par exemple,la m¶ethode LMS [22] e®ectuela transformation suivante

Z i =
(Yi =M (X i ))L (X i ) ¡ 1

L(X i )S(X i )
:

Les fonctions L , M et S sont estim¶eessousforme de fonctions splinesrespectivement par L̂ , M̂ et
Ŝ grâce µa une m¶ethode de maximum de vraisemblance p¶enalis¶ee. L'estimateur correspondant du
quantile q®(x) est alors M̂ (x)(1 + L̂ (x)Ŝ(x)z®)1=L̂ (x) oµu z® est le quantile correspondant de la loi
normale centr ¶eer¶eduite.
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Appro che non param ¶etrique. De nombreux travaux r¶ecents ont ¶et¶e men¶espour l'estimation
non param¶etrique des quantiles conditionnels. Le point commum µa ces m¶ethodes est de ne pas
n¶ecessiterd'hypothµesesur la nature de la distribution. A titre d'exemple, une approche robuste
permettant d'obtenir descourbesde r¶ef¶erenceest intro duite dans [86]. Cette m¶ethode est bas¶eesur
une partition du support de X en intervalles. Pour chaque intervalle, les deux quantiles q®(x) et
q1¡ ®(x) sont estim¶esde fa»con usuelle.L'ensemble desquantiles estim¶esest alors liss¶e selonx pour
obtenir les courbesde r¶ef¶erence.
Les approches non param¶etrique que nous consid¶erons ici ne n¶ecessitent pas de partition du sup-
port de X . De plus, elles sont robustes dans le sensoµu les courbes de r¶ef¶erencescalcul¶eessont
peu sensiblesµa la pr¶esencede points aberrants. Dans la suite, trois m¶ethodes non param¶etriques
d'estimation desquantiles conditionnels sont pr¶esent¶ees.

4.1.2 M ¶etho des non param ¶etriques d'estimation des quan tiles conditionnels

1{ M ¶etho de d'estimation par noyau. D¶e¯nissons tout d'abord un estimateur non pa-
ram¶etrique de la fonction de r¶epartition conditionnelle de Y sachant X = x, pour y 2 R :

~Fn (yjx) =
nX

i =1

K
µ

x ¡ X i

hn

¶
I f Yi · yg

,
nX

i =1

K
µ

x ¡ X i

hn

¶
(4.2)

La fonction K , appel¶ee noyau, est d'in t¶egrale ¶egale µa un. Le paramµetre hn permet de contr ôler
le lissageappliqu¶e aux donn¶ees.Il est alors naturel d'estimer le quantile conditionnel q®(x) par
~q®;n(x) = ~F ¡ 1

n (®jx). Les propri¶et¶es asymptotiques de cet estimateur sont ¶etablies en particulier
dans [47].

2{ M ¶etho de de la constan te lo cale. La m¶ethode dite de la constante localeconsisteµa estimer
la solution du problµeme(4.1) par

¹qn;®(x) = argmin
a2 R

nX

i =1

½®(Yi ¡ a)K
µ

x ¡ X i

hn

¶
;

oµu hn et K d¶esignent la fen̂etre et le noyau mentionn¶es pr¶ec¶edemment. Cette m¶ethode directe
d'estimation pr¶esente en particulier l'avantage d'un bon comportement face aux e®etsde bords
De plus, sousdes conditions g¶en¶erales, la convergencede cet estimateur est obtenue sans¶etudier
pr¶ealablement la convergencede l'estimateur de la fonction de r¶epartition conditionnelle [120].

3{ M ¶etho de d'estimation par noyau pro duit. Une versionplus \lisse" de l'estimateur de la
fonction de r¶epartition conditionnelle d¶e¯nie en (4.2) peut être intro duite en rempla»cant la fonction
indicatrice par une nouvelle densit¶e sym¶etrique ! . L'estimateur correspondant, appel¶e estimateur
par noyau produit est d¶e¯ni commesuit :

F̂n (yjx) =
nX

i =1

K
µ

x ¡ X i

h1;n

¶


µ
y ¡ Yi

h2;n

¶ ,
nX

i =1

K
µ

x ¡ X i

h1;n

¶
;

oµu  est la fonction de r¶epartition associ¶eeµa ! . Cet estimateur peut ¶egalement être vu commeune
primitiv e de l'estimateur µa noyau de la densit¶e conditionnelle. Il en d¶ecoule l'estimateur suivant
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q̂®;n(x) = F̂ ¡ 1
n (®jx). Cette approche est attractiv e mais n¶ecessitele choix de deux paramµetres de

lissageh1;n et h2;n . Il apparâ³t en pratique que cet estimateur est extrêmement sensibleau choix
de cesdeux paramµetres. Les propri¶et¶esasymptotiques de cet estimateur sont ¶etablies par exemple
dans [8].

Choix des param µetres de lissage. La qualit¶e des estimateurs non param¶etriques bas¶es sur
les noyaux est ¶etroitement li¶ee aux choix des paramµetres de lissage.Une importante litt ¶erature
est consacr¶eeµa ce sujet, et en particulier aux m¶ethodesde s¶election automatique par minimisation
d'un crit µere, telles que la validation crois¶ee.Nousavonsretenu leschoix suivants pour lesdi®¶erentes
fen̂etres intervenant dans chacun desestimateurs. Pour l'estimateur ~q®;n(x), une approche d¶eriv¶ee
du crit µere de validation crois¶eeest utilis ¶ee:

hn = argmin
h> 0

nX

j =1

Z

R
f I f Yj · yg ¡ ~Fn;¡ j (yjx)g2! (y)dy; (4.3)

oµu ~Fn;¡ j (:jx) est l'estimateur deF (:jx) d¶e¯ni au paragraphe4.1.2maiscalcul¶eµa partir de l'¶echantillon
f (X i ;Yi ); i = 1; : : : ;ng priv¶e de la j -µemeobservation.
Pour les estimateurs ¹qn;®(x) et ¹qn;®(x), une rµegleempirique reposant sur l'hypothµesede normalit ¶e
de la loi conditionnelle de Y sachant X et propos¶ee dans [120] est retenue. L'utilisation de telles
rµeglesempiriquespr¶esente l'avantage d'une miseen ¾uvre simple et rapide. Cependant cet avantage
est acquis au prix d'une perte de g¶en¶eralit¶e due µa l'a jout d'une hypothµesede normalit ¶e.

4.1.3 Comparaison sur simulations des trois m¶etho des non param ¶etriques

Les trois m¶ethodes non param¶etriques d¶ecrites pr¶ec¶edemment sont ¶evalu¶ees dans [49] sur des
donn¶eessimul¶eesmaisr¶ealistesau vu del'application sur donn¶eesr¶eellesconsid¶er¶eeparagraphe4.1.4.
Plus pr¶ecis¶ement, lorsque le choix de la fen̂etre de l'estimateur est bas¶e sur des consid¶erations de
normalit ¶e, son comportement vis µa vis de cette hypothµeseest examin¶e.

Description du mo dµele sim ul ¶e. Nous consid¶erons le modµele suivant :

y = 16(x ¡ 0:5)2 + "; (4.4)

oµu le terme d'erreur " est ¶egalµa " ¤ ¡ a¸ avec"¤ suivant une loi gammade paramµetresd'¶echelle ¸ et
de paramµetre de forme a. Rappelonsque E [" ¤] = a¸ , Var ["¤] = a¸ 2 et S("¤) = 2=

p
a, S d¶esignant

le coe±cient d'asym¶etrie, ou skewness. Dans la suite de la simulation, on choisit a = 1=¸ 2 a¯n de
travailler avec un terme d'erreur de variance unit ¶e. Dans ce cadre particulier, " 2 [¡ 1=¸; + 1 [,
l'esp¶erancede "¤ ¶etant ¶egaleµa 1=¸ , le terme d'erreur " est centr ¶e. De plus, le coe±cient d'asym¶etrie
est alors ¶egalµa 2¸ . Ainsi, plus ¸ est grand, plus la distribution de l'erreur est dissym¶etrique et donc
s'¶eloignerade la normalit ¶e. Les donn¶eesr¶eelles¶etudi¶eesdans la suite, pr¶esentent, pour la plupart
desvariables d'in t¶er̂et, une r¶epartition du nuagede points du mêmetype que ¸ = 1 ou 1.5 dans le
modµele(4.4). Dans le cadrede cemodµele, le quantile conditionnel d'ordre ® s'¶ecrit ici explicitement
sousla forme q®(x) = 16(x ¡ 0:5)2 + q(g)

® ¡ 1=¸; oµu q(g)
® est le quantile d'ordre ® de la loi gamma de

paramµetres (¸; 1=¸ 2).
Pour chacunedesvaleursde ¸ consid¶er¶ees,N = 50 ¶echantillons de taille n = 200sont simul¶esselon
le modµele(4.4) avecla covariable X g¶en¶er¶eeselonla loi uniforme discrµetesur f j =30; j = 0;1; : : : ;30g.
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Le choix de l'uniforme discrµetesejusti¯e par le fait que,sur lesdonn¶eesr¶eelles¶etudi¶ees,la covariable
est l' âge(arrondi µa l'ann¶ee)desindividus. Pour chaque¶echantillon simul¶e,nousavonsensuiteestim¶e
q®(zj ), pour zj = j =50; j = 0;1; : : : ;50, par chacune des trois m¶ethodes non param¶etriques. A¯n
d'¶evaluer lesdi®¶erentes m¶ethodes,pour chaque¶echantillon (k = 1; : : : ;50) l'erreur relative m¶ediane,
not¶eeERM (k) est calcul¶ee:

ERM (k) = m¶ediane

( ¯
¯
¯
¯
¯
q(k)

®;n(zj ) ¡ q®(zj )
q®(zj )

¯
¯
¯
¯
¯
; j = 0;1; : : : ;50

)

;

oµu q(k)
®;n(zj ) correspond µa l'estimation deq®(zj ) obtenuepar la m¶ethodenon param¶etrique consid¶er¶ee

sur l'¶echantillon k.

Exemple de r¶esultats. Les distributions des ERM sont pr¶esent¶eessous forme de bô³tes µa
moustachesenfonction du degr¶ed'asym¶etrie du bruit en¯gure 4.1.La d¶egradationdesperformances
desestimateurs 2 et 3 avec l'augmentation de l'asym¶etrie du bruit n'est pas surprenante, le choix
des fen̂etres ¶etant bas¶e sur une hypothµesede normalit ¶e. La d¶et¶erioration des r¶esultats est surtout
sensiblepour l'estimation des quantiles d'ordre 5%, c'est µa dire pour l'estimation des quantiles
proches de l'extr ¶emit¶e ¯nie (¡ 1=¸ ) du support de la loi du bruit. Ceux-ci sont globalement sous-
estim¶es, le plus souvent situ¶es en de»cµa du support (q200; 0:05 < ¡ 1=¸ ). Pour ¶eliminer ce problµeme,
la solution consisterait µa changer de rµeglede choix de largeur de fen̂etre.

4.1.4 Application µa des donn ¶ees r¶eelles

Une ¶etude r¶ealis¶eepar le CE.R.I.E.S a ¶et¶e conduite entre novembre 1998et d¶ecembre 1999sur n =
322femmesde typecaucasienag¶eesde20µa 80anspr¶esentant unepeauapparemment saine.Chaque
volontaire a ¶et¶e examin¶eeen atmosphµere contr ôl¶ee.Cette ¶etude comportait desquestionnairessur
les habitudes de vie, un interrogatoire et un examenm¶edical cutan¶e, ainsi qu'une ¶evaluation des
propri¶et¶es biophysiques cutan¶ees.Les propri¶et¶es biophysiques de la peau incluaient : le taux de
s¶ecr¶etion de s¶ebum (taux instantan¶e de lipides (¹g =m2), la temp¶erature cutan¶ee (exprim¶ee en
degr¶esCelsius), la perte insensibleen eau (g=m2h), le pH cutan¶e, l'hydratation de la peau estim¶ee
par la capacitanceet la conductance,et la couleur de la peau.La couleur a ¶et¶e exprim¶eeµa l'aide des
trois paramµetres luminosit¶e, coordonn¶eesde chromacit¶e rouge/vert et coordonn¶eesde chromacit¶e
jaune/bleu. L'¶evaluation des paramµetres biophysiques a ¶et¶e e®ectu¶ee sur deux zones du visage
(front et joue) et sur la faceant¶erieure de l'avant-bras gauche, sauf pour le taux de s¶ebum mesur¶e
uniquement sur les deux zonesdu visage.
En r¶esum¶e, lesvariablesd'in t¶er̂et sont au nombre de 12 sur la faceant¶erieurede l'avant-bras gauche
et de 13 sur le front et la joue. La covariable est l' âge des volontaires. Les d¶etails de cette ¶etude
sont publi¶esdans [48].

4.1.4.1 Les m¶etho des d'estimation

M ¶etho de param ¶etrique. La m¶ethodologie utilis ¶eepour l'¶etablissement de valeurs de r¶ef¶erence
desmesuresbiophysiquescutan¶eesenfonction del' âgedessujetsd¶ecouledecellepropos¶eedans[112].
Elle comporte six ¶etapes l¶egµerement modi¯ ¶eesa¯n de l'adapter aux donn¶ees.
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Fig. 4.1 { Bô³tes µa moustachespour les di®¶erentes erreurs relatives m¶edianes obtenuesavec les
estimateurs desquantiles conditionnels unidimensionnels.
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M ¶etho de semi param ¶etrique. L'estimateur LMS pr¶esent¶eau paragraphe4.1.1estcalcul¶egrâce
µa un logiciel sp¶eci¯que ¶ecrit par T. J. Cole et P. Green.Ce logiciel nousa ¶et¶e fourni par lesauteurs.

M ¶etho des non param ¶etriques. La covariable ne prend que des valeurs enti µeresallant de 20
µa 80 ans. Notons f zt ; t = 1; : : : ;Tg ces T valeurs distinctes. Pour chacun des estimateurs non
param¶etriques, le quantile conditionnel q®(x) a ¶et¶e¶evalu¶eencesvaleurs.On obtient donc l'ensemble
despoints f (zt ; bq®(zt )) ; t = 1; : : : ;Tg. Pour la repr¶esentation graphiquedescourbesde r¶ef¶erence,une
approche basiqueconsisteµa r¶ealiserune interpolation lin¶eaireentre cesdi®¶erents points. Cependant
lescourbesobtenuesaveccette approche pr¶esentent un aspect visuel non \lisse". Ainsi, pour pallier
ce d¶efaut, nous avons opt¶e pour un lissagepar la m¶ethode du noyau de cespoints, le noyau choisi
¶etant le noyau gaussienet la fen̂etre utilis ¶ee¶etant obtenue par validation crois¶ee.

4.1.4.2 R¶esultats

Nous pr¶ecisonstout d'abord les crit µeresutilis ¶espour accepterou rejeter a posteriori les courbesde
r¶ef¶erenceobtenues. Puis, nous r¶esumonsles r¶esultats obtenus par les di®¶erentes m¶ethodes. Nous
remarquonsen¯n que,mêmelorsqu'il existeun modµeleparam¶etrique et quelescourbesder¶ef¶erences
sont accept¶ees,l'approche non param¶etrique fonctionne bien.

Crit µere d'acceptabilit ¶e des courb es de r¶ef¶erences. Les courbesde r¶ef¶erence(obtenuespar
les m¶ethodes param¶etrique, semi param¶etrique ou non param¶etriques) sont consid¶er¶ees comme
acceptablessi ellessatisfont les trois conditions suivantes:

{ Elles n'incluent pasde valeursimpossiblespour Y (par exempledesvaleursnulles ou n¶egatives
alors que la variable Y ne peut prendre en r¶ealit¶e que desvaleurs strictement positives).

{ Elles contiennent le pourcentage d¶esir¶e d'individus µa savoir 100(2®¡ 1)%.
{ Les valeurs individuelles qui se trouvent en dehors des limites des courbes de r¶ef¶erencesont

r¶eparties de fa»con uniforme en fonction de la covariable et aucun regroupement de valeurs indivi-
duellesn'apparâ³t.

Syn th µese des r¶esultats obten us par la m¶etho de param ¶etrique. Pour un certain nombre
des variables ¶etudi¶ees,nous avons pu ¶etablir des courbes de r¶ef¶erenceen fonction de l' âge par la
m¶ethodeparam¶etrique. Le tableau 4.1(a) r¶esumelesr¶esultats ainsi obtenus. Pr¶ecisonsquele modµele
param¶etrique est acceptablelorsque les r¶esidussont normalement distribu ¶es(aprµestransformation
au pr¶ealable des donn¶eessi n¶ecessaire).Si le modµele param¶etrique n'est pas accept¶e, les courbes
de r¶ef¶erence ne peuvent alors être construites. Il apparâ³t que la mod¶elisation polynomiale est
appropri¶eepour 25 variables sur 38. Seules21 courbesde r¶ef¶erencessont ensuite acceptables.

Syn th µese des r¶esultats obten us par la m¶etho de semi param ¶etrique. Lesr¶esultats obtenus
par la m¶ethode LMS sont r¶esum¶esdans le tableau 4.1(b). Pour la plupart desvariables (34 sur 38)
lescourbesde r¶ef¶erencesont accept¶ees.Les4 courbesrestantes ne r¶epondent pasau premier crit µere.

Syn th µese des r¶esultats obten us par les m¶etho des non param ¶etriques. Les courbes de
r¶ef¶erenceen fonction de l' âge ont ¶et¶e ¶etablies avec succµes pour tous les paramµetres biophysiques
analys¶espar l'estimateur µa noyau (m¶ethode 1). Pour la presquetotalit ¶e desparamµetres, la m¶ethode
de la constante locale (m¶ethode 2) donne des courbes de r¶ef¶erenceacceptables.Par contre, les
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courbes de r¶ef¶erenceobtenues par la m¶ethode du noyau produit (m¶ethode 3) sont moins satis-
faisantes. Il apparâ³t clairement que la rµegle empirique pour le choix de h2;n est mal adapt¶ee et
entra ³̂ne descourbesde r¶ef¶erencesur-liss¶ees.Pour rem¶edier µa ce problµemed¶ejµa constat¶e sur simu-
lations, d'autres m¶ethodes de choix ne reposant pas sur une hypothµesede normalit ¶e doivent être
envisag¶ees.Le tableau 4.1 r¶esumel'ensemble des r¶esultats obtenus avec les trois m¶ethodes non
param¶etriques.

Joue Front Avant-bras
Nombre de variables 13 13 12

M¶ethode param¶etrique
Nombre de modµelesaccept¶es 7 10 8
Nombre de courbesde r¶ef¶erenceaccept¶ees 6 9 6

M¶ethode semi param¶etrique
Nombre de courbesde r¶ef¶erenceaccept¶ees 11 11 12

M¶ethodesnon param¶etriques
M¶ethode 1: nombre de courbesde r¶ef¶erenceaccept¶ees 13 13 12
M¶ethode 2: nombre de courbesde r¶ef¶erenceaccept¶ees 12 12 12
M¶ethode 3: nombre de courbesde r¶ef¶erenceaccept¶ees 6 5 3

Tab. 4.1 { R¶ecapitulatif des r¶esultats obtenusavec les di®¶erentes m¶ethodes (m¶ethode 1 : m¶ethode
d'estimation par noyau, m¶ethode 2 : m¶ethode de la constante locale, m¶ethode 3 : m¶ethode d'estima-
tion par noyau produit).

Illustration graphique. Lorsqu'un modµele param¶etrique a pu être construit et que les courbes
de r¶ef¶erenceont ¶et¶e d¶eclar¶eesacceptables,les approches semi param¶etrique et non param¶etrique
donnent des r¶esultats semblables. Par exemple, sur la ¯gure 4.2 toutes les courbes de r¶ef¶erence
obtenuesavec les diversesm¶ethodes¶evoluent de fa»con comparablesur la fourchette d'âges¶etudi¶ee.
D'autres situations sont examin¶eesen d¶etail dans [48].

4.2 Covariable multidimensionnelle

L'extension formelle desestimateursde quantiles conditionnels µa descovariablesde dimensionp > 1
(not¶eeX dans ce cadre multidimensionnel) ne posepas de problµeme.Cependant, la mise en ¾uvre
des estimateurs sou®redu °¶eau de la dimension ou curse of dimensionality. Plus g¶en¶eralement,
la raret¶e des observations en grande dimension est un problµeme r¶ecurrent en estimation non pa-
ram¶etrique. Ceci apparâ³t ¶egalement sur le plan th¶eorique,la vitessede convergencedesestimateurs
non param¶etriquesdiminuant lorsquep augmente. Pour plus ded¶etails sur cette question,on pourra
sereporter µa [116]. De plus, dans ce casles courbesde r¶ef¶erencesont en fait un couple d'hypersur-
facesde dimensionp, leur visualisation est di±cile, et ellessont alors moins utiles pour lesanalyses
exploratoires. Il est par exemple d¶elicat de d¶etecter graphiquement si un individu est normal ou
non.
Notre but est de r¶eduire la dimensiondu vecteur X sansperte d'information sur la loi conditionnelle
de Y sachant X et sansutiliser de modµeleparam¶etrique. Des¶etudessimilaires existent dansle cadre
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Fig. 4.2 { Exemplesde courbes de r¶ef¶erence µa 90% obtenuesavec la m¶ethode param¶etrique (poin-
til l¶es), la m¶ethode LMS (tir ets) et l'estimateur µa noyau, m¶ethode 1 (ligne continue).

de la r¶egression.Par exemple,dans [117], desmodµelesadditifs sont utilis ¶espour pallier le °¶eau de
la dimension. Ici, une m¶ethode de projection lin¶eaireest consid¶er¶eea¯n de r¶eduire la dimensiondes
covariableset obtenir un estimateur e±cace desquantiles conditionnels. La r¶eduction de dimension
proprement dite est bas¶eesur la m¶ethode SIR (slice inverse regression) intro duite dans [99].
Les aspects th¶eoriquesli¶esµa la r¶eduction de dimensionen r¶egressionainsi que la m¶ethode SIR sont
pr¶esent¶esparagraphe4.2.1. Un estimateur semi param¶etrique desquantiles conditionnels bas¶e sur
cette m¶ethode est intro duit paragraphe4.2.2. Quelquesr¶esultats asymptotiques sont ¶etablis para-
graphe 4.2.3. Les performancesde l'estimateur propos¶e sont briµevement illustr ¶eessur simulations
paragraphe4.2.4. En¯n, dans le paragraphe4.2.5, la m¶ethode est mise en ¾uvre dans le cadre de
l'application d¶ecrite paragraphe4.1. L'¶etude complµete est publi¶eedans [51].

4.2.1 Asp ects th ¶eoriques de la r¶eduction de dimension en r¶egression

Dans ce paragraphe, nous intro duisons la notion de sous-espacede r¶eduction de dimension ainsi
que le princip e de construction d'une basede sous-espacepar la m¶ethode SIR. Nous insistons sur
les cons¶equencesconcernant l'estimation desquantiles conditionnels.

Sous-espaces de r¶eduction de dimension. On supposel'existence d'une matrice B de taille
p £ r telle que

F (yjx) = F (yj t B x); (4.5)

oµu F (:j:) est la fonction de r¶epartition conditionnelle de Y . Une telle matrice existe toujours
puisque(4.5) est trivialement vraie avecB = I p la matrice identit ¶e de taille p£ p. L'hypothµese(4.5)
implique que le vecteur des pr¶edicteurs X de taille p £ 1 peut être remplac¶e par le vecteur t B X
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de taille r £ 1 sansperte d'information de r¶egression.Si r < p alors on r¶ealis¶e une r¶eduction de
dimension. La d¶e¯nition suivante [99] est intro duite :
D¶e¯nition 4.2.1 Le sous-espace vectoriel S(B ) engendr¶e par les colonnes de B est appel¶e un
sous-espace de r¶eduction de dimension.
La dimensionde S(B ) r¶evµelele nombre de composantes lin¶eairesde X n¶ecessairespour expliquer Y .
Lorsque (4.5) est vraie, alors cette propri¶et¶e est encorevraie en rempla»cant B par tout matrice
dont lescolonnesforment une basede S(B ). Il est donc clair que la connaissancedu sous-espacede
r¶eduction de dimension de plus petite dimension fournit la caract¶erisation de Y sachant X la plus
parcimonieuse.On a alors la d¶e¯nition suivante [23]:
D¶e¯nition 4.2.2 On note SY jX l'unique sous-espace de r¶eduction de dimension de dimension
minimale, appel¶e sous-espace central de r¶eduction de dimension parfois abr¶eg¶e espace EDR pour
e®ective dimension reduction subspace.
Soit d = dim(SY jX ), d · r , la dimension de ce sous-espaceet ¯ la matrice de taille p £ d dont les
colonnesforment une basede SY jX . D'aprµes(4.5), on a alors q®(x) = q®( t ¯ x):

D¶e¯nition 4.2.3 La courbe de r¶egression inverse centr¶ee est l'ensemble

SE[X jY ] = f E [X jY ] ¡ E [X ] : Y 2  Y g

oµu  Y 2 R est l'ensembledesvaleurs de Y .

Sous(4.5), on supposeque la loi marginale de X satisfait la condition de lin¶earit¶e suivante :

(LC) : Pour tout b 2 Rp; E
£

t bX j t ¯ X
¤

est lin¶eaire en t ¯ X .

Soit § la matrice de covariance de X , suppos¶eed¶e¯nie positive. Sous(LC) , il est prouv¶e [99] que
la courbe de r¶egressioninversecentr ¶eeappartient au sous-espaceengendr¶e par les colonnesde § ¯
not¶e S(§ ¯ ). On a alors

SE[X jY ] µ S(§ ¯ ) = § SY jX : (4.6)

Soit Z le pr¶edicteur X normalis¶e d¶e¯ni par Z = § ¡ 1=2(X ¡ E [X ]). On montre [23] qu'il est possible
de se restreindre µa travailler sur Z sansperte de g¶en¶eralit¶e puisque tout basede SY jZ peut être
transform¶eeen une basede SY jX selonle princip e SY jX = § ¡ 1=2SY jZ . Commecons¶equencede (4.6),
on a la propri¶et¶e [23]:
Prop osition 4.2.1 Sous(LC) , on a SE[Z jY ] µ S(´ ) = SY jZ ; avec ´ = § 1=2¯ .
De plus S(Var [E [ZjY ]]) = SE[Z jY ]; sauf sur un ensemblede mesure nulle.
Le sous-espacecentral de r¶eduction de dimension peut donc être estim¶e µa partir de la courbe
de r¶egressioninverseSE[Z jY ] via l'estimation de la matrice Var [E [ZjY ]]. Les m¶ethodes bas¶eessur
ce princip e n'estiment en fait que des parties du sous-espacecentral de r¶eduction de dimension,
l'¶egalit¶e entre SE[Z jY ] et SY jZ n'¶etant pas garantie. Le paragraphe suivant est d¶edi¶e µa la m¶ethode
SIR intro duite dans [99] et qui reposesur une estimation non lisseet non param¶etrique de SY jZ .

La m¶etho de SIR. La m¶ethode SIR est bas¶ee sur un partitionnement des valeurs de Y en un
nombre ¯x ¶e H de tranches not¶eesS1; : : : ;SH . Les p composantes de Z sont alors r¶egress¶eessur
eY la version discr¶etis¶ee de Y par le d¶ecoupageen tranches. Cette r¶egressioninverse se traduit
simplement par p r¶egressionsunidimensionnelles.Soit la matrice M = Var[E[Zj eY ]]. On d¶eduit de



4.2 Covariable multidimensionnelle 61

la Proposition 4.2.1 la s¶erie d'inclusions suivante : S(M ) = SE[Z j eY ] µ SeY jZ µ SY jZ ; la derniµere

inclusion ¶etant une cons¶equencedu fait que eY est une fonction de Y , et donc que SY jZ est un sous-

espacede r¶eduction de dimensionpour la r¶egressionde eY sur Z. A partir du d¶ecoupageS1; : : : ;SH ,
on a la d¶ecomposition :

M =
HX

h=1

phmh t mh ; (4.7)

avecph = P(Y 2 Sh) et mh = E [ZjY 2 Sh ]. En supposant d = dim(S(M )), on note s1 ¸ ¢¢¢¸ sd les
d valeurs propres non nulles de M , u1; : : : ;ud les vecteurspropres correspondants et bk = § ¡ 1=2uk ,
k = 1; : : : ;d. On a alors S(M ) = S(u1; : : : ;ud), et b1; : : : ;bd forment une basede S(¯ ) et sont parfois
appel¶eesdirections EDR (cf D¶e¯nition 4.2.2).

4.2.2 Pro c¶edure d'estimation

Dans la suite, on note yi la iµeme observation de la variable r¶eponseunidimensionnelle Y et x i le
vecteur de taille p £ 1 desvaleurs observ¶eesde la covariable, i = 1; : : : ;n.

Etap e d'estimation li ¶ee µa SIR. Soient x et b§ la moyenneet la matrice de covariance empi-
riques desx i . On note bzi le iµemepr¶edicteur normalis¶e d¶e¯ni par bzi = b§ ¡ 1=2(x i ¡ x), i = 1; : : : ;n.
L'estimation de M d¶e¯nie en (4.7) par la m¶ethode SIR est donn¶eepar

cM =
HX

h=1

bph bmh t bmh ;

avec bph = nh=n oµu nh est le nombre d'observations dans la hµeme tranche et bmh est le vecteur
obtenu en moyennant les bzi de la tranche h. On intro duit ŝ1 ¸ ¢¢¢¸ ŝp les valeurs propres de cM et
û1; : : : ;ûp lesvecteurspropresassoci¶es.Si la dimensiond de S(M ) est connue, S( cM ) = S(û1; : : : ;ûd)
est alors un estimateur consistant de S(M ). Dans la pratique, la dimension d est estim¶eepar d̂, le
nombre de valeurs propres que l'on estime non nulles [99].
Lorsquedim(S(´ )) = d, cM fournit uneestimation d'une basedeS(´ ) et lesdirections EDR estim¶ees
b̂k = b§ ¡ 1=2ûk , k = 1; : : : ;d sont une estimation d'une basede l'espaceEDR S(¯ ).

Estimation des quan tiles conditionnels. Par souci de simplicit ¶e, on supposepour l'instant
d = 1. On note b̂ = b̂1 la direction estim¶ee de SY jX = S(¯ ) et v̂ = t b̂x la projection des obser-
vations de la covariable sur cette direction, appel¶ee indice. De fa»con similaire µa (4.2), on intro duit
l'estimateur µa noyau de F (yjx) µa partir desobservations (yi ;v̂i ), i = 1; : : : ;n :

Fn (yj t b̂x) = Fn (yjv̂) =
nX

i =1

K
µ

v̂ ¡ bvi

hn

¶
I f yi · yg

,
nX

i =1

K
µ

v̂ ¡ bvi

hn

¶
: (4.8)

On d¶eduit de (4.8) un estimateur de q®(x) par

qn;®( t b̂x) = qn;®(v̂) = F ¡ 1
n (® j v̂); (4.9)



62 Chapitre 4. Estimation de courbesde r¶ef¶erence

et les courbesde r¶ef¶erencesµa 100£ (2®¡ 1)% sont estim¶eespour ® > 0:5 par

I n;®(x) = [qn;1¡ ®(v̂);qn;®(v̂)] = [qn;1¡ ®( t b̂x);qn;®( t b̂x)]: (4.10)

L'extension de ceprincip e d'estimation au casd > 1 ne posepasde problµeme,on travaille alors avec
plusieurs directions EDR b̂j = b§ ¡ 1=2ûj , j = 1; : : : ;d, plusieurs indices ( t b̂1x i ; : : : ;t b̂dx i ), i = 1; : : : ;n
et on utilise un noyau multidimensionnel dans (4.8) pour obtenir qn;®( t b̂1x; : : : ;t b̂dx).

4.2.3 Propri ¶et¶es asymptotiques

Dans le cas d = 1, nous avons ¶etabli la consistancede qn;®( t b̂x) dans [51] sous les hypothµeses
suivantes:

(A1) Les vecteursal¶eatoires(X i ;Yi ), i = 1; : : : ;n sont ind¶ependants et de mêmeloi.
(A2) Le noyau K : R ¡ ! R est une densit¶e de probabilit ¶e born¶ee telle que jvjK (v) ! 0 quand

jvj ! 1 ,
R

vK (v)dv = 0 et
R

v2K (v)dv < 1 .
(A3) hn ! 0 et nhn=logn ! 1 quand n ! 1 .
(A4) La densit¶e de X est continue.
(A5) Pour tout x 2 Rp et y 2 R, F (: j t bx) et F (y j :) sont continues.
(A6) Quels que soient ® 2]0;1[ et x 2 Rp, F (: j t bx) a un unique quantile d'ordre ®.

Cette derniµere hypothµesepeut être ¶evit¶ee en utilisant l'in verseg¶en¶eralis¶e pour d¶e¯nir le quantile
conditionnel par : q®(x) = inf f y : F (y j t bx) ¸ ®g. On a les deux r¶esultats de consistancesuivants.
Th ¶eorµeme 4.2.1 Sousles hypothµeses(4.5), (LC) , (A1) -(A5) , et pour x ¯x ¶e dans Rp, on a

sup
y2 R

¯
¯
¯Fn (y j t b̂x) ¡ F (y j x)

¯
¯
¯

P! 0:

Si de plus (A6) est v¶eri¯ ¶ee alors qn;®( t b̂x) P! q®(x):

4.2.4 Validation sur simulations

Dans ceparagraphe,les performancesde la m¶ethode d'estimation propos¶eesont ¶evalu¶eessur simu-
lations. En particulier, nouscomparonsnotre estimateur µa l'estimateur non param¶etrique classique
n'incluant pas d'¶etape de r¶eduction de dimension.

M ¶etho des d'estimation. Nous consid¶erons trois estimateurs du quantile conditionnel d'ordre
® au point x :

(a) q(a)
n;®(x) = qn;®( t b̂x) est l'estimateur d¶e¯ni en (4.9). La direction bb est estim¶eepar la m¶ethode
SIR et le quantile conditionnel par inversion num¶erique de la fonction de r¶epartition condi-
tionnelle estim¶ee (4.8). Le noyau choisi est le noyau gaussienet la largeur de fen̂etre est
calcul¶eepar validation crois¶ee.

(b) q(b)
n;®(x) = qn;®( t ¯ x) est intro duit uniquement pour comparaisonavec l'estimateur pr¶ec¶edent.
La direction de projection n'est pas estim¶eemais ¯x ¶eeµa sa valeur th¶eorique.

(c) q(c)
n;®(x) = qn;®(x) est l'estimateur non param¶etrique classiquedesquantiles conditionnels. Il est
calcul¶e en inversant num¶eriquement la fonction de r¶epartition conditionnelle estim¶eepar (4.2)
en utilisant un noyau multidimensionnel. Nous avons retenu un noyau gaussien,et la largeur
de fen̂etre est, lµa encore,calcul¶eepar validation crois¶ee.
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Mo dµeles sim ul ¶es. Nous consid¶eronsdeux modµeles.

(M1) Y = f (¯ T X ) + " ,

est un modµelede r¶egressionaveccommefonction de lien f (t) = 1+ exp(2t=3). Le vecteural¶eatoireX
suit la loi normalemultidimensionnelle Np(0;I p) et la variable al¶eatoire " estnormalecentr ¶ee-r¶eduite
" » N (0;1) et ind¶ependante de X . Ce modµele permet d'¶evaluer le comportement des estimateurs
en fonction de la dimensionp 2 f 3;5; : : : ;13g. La direction ¯ est d¶e¯nie par t ¯ = (p¡ 1)¡ 1=2[c;¡ c;0]
avec c = [1; : : : ;1] le vecteur ligne de longueur (p ¡ 1)=2, Le quantile conditionnel th¶eorique s'¶ecrit
q®(x) = f ( t ¯ x) + z®; oµu z® est le quantile d'ordre ® de la loi normale centr ¶ee-r¶eduite.

(M2) Y = (1 ¡ µ)g( t ¯ X ) + µh(X ) + ";

est une modµele de m¶elangeen dimension p = 3 avec comme fonction de lien g(t) = 1 + 2t=3. Le
paramµetre µ d¶etermine l'imp ortance de la contamination du modµele de r¶egressionpar la fonction
h(x;y;z) = 2xyz=3. Ce type de modµele permet d'¶evaluer la robustessedes m¶ethodes d'estimation
vis µa vis du degr¶e de contamination µ 2 f 0;0:2; : : : ;1g, et donc de l'hypothµese(4.5). De mêmeque
pr¶ec¶edemment t ¯ = 2¡ 1=2[1; ¡ 1;0], X suit la normale multidimensionnelle N3(0;I 3), " est normal
centr ¶e-r¶eduit " » N (0;1) et ind¶ependant de X . De plus on a Var

£
g( t ¯ X )

¤
= Var [h(X )] = 1 et le

quantile conditionnel th¶eoriques'¶ecrit q®(x) = (1 ¡ µ)g( t ¯ x) + µh(x) + z®:

Evaluation des r¶esultats. Les trois estimateurs (a) , (b) et (c) sont compar¶es au quantile
th¶eoriquedans lessituations (M1) et (M2) . Pour cela,N = 100¶echantillons de taille n = 200sont
simul¶es dans chaque situation. Les quantiles conditionnels sont estim¶es pour ® = 5% et ® = 95%
sur une grille en dimension p. Cette grille est constitu¶eede 125 points f z` ; ` = 1; : : : ;125g tir ¶esau
hasard suivant une loi uniforme sur [¡ 3=2;3=2]p. La performancedes estimateurs est mesur¶ee sur
chacun desN ¶echantillons par l'erreur quadratique moyenne:

E (£)
n;® =

1
125

125X

`=1

³
q(£)

n;® (z` ) ¡ q®(z` )
´ 2

; oµu £ 2 f a;b;cg:

Exemple de r¶esultats. Pour une pr¶esentation exhaustive des r¶esultats obtenus, on pourra se
reporter µa [51]. La distribution empirique deserreurs E (£)

n;® pour £ 2 f a;b;cg et ® 2 f 0:05;0:95g est
pr¶esent¶ee ¯gure 4.3. La premiµere colonne pr¶esente les r¶esultats obtenus sur le modµele (M1) avec
d 2 f 3;9;13g. Il apparâ³t qu'il n'y pas de di®¶erencesigni¯cativ e entre E (a)

n;® et E (b )
n;®. L'estimation de

la direction ¯ par bb a peu de cons¶equencessur la qualit¶e de l'estimation descourbesde r¶ef¶erence,
et ce quelle que soit la dimension. Par contre, les r¶esultats obtenus par les estimateurs (a) et (c)
sont tr µes di®¶erents. L'estimateur (a) donne de meilleurs r¶esultats que l'estimateur sans¶etape de
r¶eduction de dimension (c) . De plus la di®¶erences'accentue avec le nombre p de covariables. Le
°¶eau de la dimension constitue donc une limitation importante µa l'estimateur (c) ce qui rend (a)
particuli µerement int¶eressant dans de telles situations. La secondecolonne pr¶esente les r¶esultats
obtenus sur le modµele (M2) avec µ 2 f 0;0:6;1g. Les r¶esultats obtenus avec l'estimateur (a) restent
meilleursou comparablesavecceuxobtenuspar l'estimateur (c) lorsquela contamination ned¶epasse
pas 60%. Ce r¶esultat est dû µa la robustessede la m¶ethode SIR qui donne desestimations correctes
desdirections EDR dans cette plage de valeurs de µ.
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(a) Modµele (M1) , d = 3
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(d) Modµele (M2) , µ = 0
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(b) Modµele (M1) , d = 9
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(e) Modµele (M2) , µ = 0:6

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

(a) 5% (b) 5% (c) 5% (a) 95% (b) 95% (c) 95%

 

M
ea

n 
S

qu
ar

e 
E

rr
or

(c) Modµele (M1) , d = 13
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(f ) Modµele (M2) , µ = 1

Fig. 4.3 { Bô³tes µa moustachespour les di®¶erentes erreurs quadratiques moyennesobtenuesavec
les estimateurs desquantiles conditionnels multidimensionnels.



4.3 Perspectives 65

4.2.5 Application µa des donn ¶ees r¶eelles

Le contexte de cette ¶etude est celui du paragraphe 4.1.4. L'¶etude complµete est d¶ecrite dans [51].
Les covariables utilis ¶eesici regroupent l'ensemble des variables d¶ecrites dans le paragraphe 4.1.4
ainsi que la temp¶erature et l'humidit ¶e relative de l'environnement.

Pro c¶edure d'estimation. Notons X l'ensemble desp covariables et Y la variable d'in t¶er̂et.
{ Etape 1. Le graphe repr¶esentant l'¶ebouli des valeurs propres obtenus par la m¶ethode SIR

permet de d¶eterminer le nombre d̂ de directions EDR µa retenir. Cesdirections sont not¶eesb̂1; : : : ;b̂d̂.
On visualise alors la structure desdonn¶eesprojet¶ees(yi ; t b̂1x i ; : : : ; t b̂d̂x i ), i = 1; : : : ;n.

{ Etape 2. Le but de cette ¶etape est de simpli¯er les indices t b̂kx, k = 1; : : : ;d̂ de fa»con µa obtenir
une interpr¶etation plus ais¶ee. Ainsi, pour chaque indice, une r¶egressionlin¶eaire de t b̂kx sur les
covariables de X est e®ectu¶eeavec une s¶election forward desvariables bas¶eesur le crit µere AIC. On
obtient ainsi un sous-ensemble X1; : : : ;Xd̂ de covariables s¶electionn¶eesparmi X . Le sous-ensemble

¯nal de covariables retenues est alors eX = [ d̂
k=1 Xk . La proc¶edure SIR est appliqu¶ee une nouvelle

fois avec lescovariablesde eX et on obtient les d̂ directions EDR estim¶eeseb1; : : : ;ebd̂. En¯n, on v¶eri¯e
que les graphes( t b̂kx i ; tebkx i ), i = 1; : : : ;n ont une structure lin¶eaire.

{ Etape 3. Les courbes de r¶ef¶erences(qui sont en fait des hypersurfaceslorsque d̂ > 1) sont
alors calcul¶ees sur l'ensemble (yi ; teb1x i ; : : : ; tebd̂x i ), i = 1; : : : ;n, par l'estimateur µa noyau d¶ecrit
paragraphe4.2.2.

R¶esultats. A titre d'exemple nous avons choisi comme variable d'in t¶er̂et la conductancede la
peau mesur¶eesur l'avant-bras. Les r¶esultats de l'analyse montrent que six covariables entrent dans
le modµele ¯nal : l' âge des volontaires, la temp¶erature et l'humidit ¶e relative de l'environnement, le
pH de la peau, sa capitance et sa perte insensibleen eau. Les courbes de r¶ef¶erencesµa 90% sont
pr¶esent¶ees¯gure 4.4. Cesr¶esultats ont ¶et¶e valid¶espar les sp¶ecialistesdu CERIES.

4.3 Perspectiv es

A¯n de parachever l'¶etude de l'estimation desquantiles conditionnels dans le casd'une covariable
multidimensionnelle, il est n¶ecessairede compl¶eter les r¶esultats asymptotiques du paragraphe4.2.3
en ¶etablissant la convergenceen loi de qn;®( t b̂x). Cela doit permettre d'appr¶ecier le gain de vitesse
de convergenceapport¶e par l'¶etape de r¶eduction de dimension.
Du point de vue applicatif, il serait souhaitable de disposer d'un test permettant de comparer
les espacesEDR obtenus sur deux ¶echantillons ind¶ependants. Ainsi, il serait possiblede mettre en
parallµelelescourbesde r¶ef¶erencesobtenuessur despopulations di®¶erentes. Ce travail a ¶et¶e initi ¶e par
J¶erôme Saraccosousla forme d'une proposition de projet de DEA de Biostatistique µa l'Univ ersit¶e
Montpellier 2. Dans le cadre desd¶eveloppements en cours sur le thµemede l'estimation de courbes
de r¶ef¶erence,j'aimerais ¶egalement citer les travaux de Ali Gannoun, J¶erôme Saraccoet Christiane
Guinot [52] dans le cadre d'une variable d'in t¶er̂et Y multidimensionnelle. La r¶eduction simultan¶ee
de la dimensionde X et Y est renduepossiblegrâceµa la m¶ethode Alternating SIR [100]permettant
de trouver les directions les plus pr¶evisiblesdans l'espacedesvaleurs de Y . Le calcul desquantiles
conditionnels multiv ari¶esrepose,quant µa lui, sur le formalisme intro duit dans [8].
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Fig. 4.4 { Courbesde r¶ef¶erence µa 90% estim¶eespour la variable KBRAS (conductance mesur¶eesur
l'avant-bras) µa partir de l'indic e calcul¶e par la proc¶edure d¶ecrite paragraphe4.2.5.
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Chapitre 5

Perspectiv es

Les chapitres pr¶ec¶edents re°µetent l'¶etat actuel de mesrecherchessur les questionsd'estimation
de quantiles extrêmes, de fronti µere, et de courbes de r¶ef¶erence ainsi que sur les problµemes de
de r¶eduction de dimension en analyse d'image. La pr¶esentation de chacun de ces quatre thµemes
est conclue par mes travaux en cours et les perspectives soulev¶eesdans le domaine de recherche
correspondant. Ce dernier chapitre est d¶edi¶e µa la brµeve pr¶esentation d'une nouvelle direction de
recherche, l'¶etude descopules,que je souhaite d¶evelopper dans les ann¶eesµa venir en raison de ses
applications probablesdans mesthµemesde recherche actuels.

5.1 Construction et estimation de copules

J'ai d¶ebut¶e r¶ecemment mon travail sur les copulespar l'in tro duction d'une nouvelle famille semi-
param¶etrique, l'¶etude de sespropri¶et¶es de d¶ependanceet la mise en place d'une proc¶edure d'esti-
mation dans le cadre d'une collaboration avec C¶ecile Amblard (Universit¶e Grenoble 2).

Rappelons qu'une copule bivari¶ee (pour simpli¯er les notations) est une fonction de r¶epartition
d¶e¯nie sur le carr¶e unit ¶e et de marginalesuniformes. Pour une pr¶esentation exhaustive de la th¶eorie
des copules, on pourra se reporter µa [104]. Briµevement, l'¶etude des copules est motiv¶ee par le
th¶eorµeme de Sklar [114] ¶etablissant que toute fonction de r¶epartition bivari¶ee H de fonctions de
r¶epartition marginalesF et G peut s'¶ecrire H (x;y) = C(F (x);G(y)) oµu C est une copule. L'in t¶er̂et
de cette d¶ecomposition r¶esidedansle fait que lespropri¶et¶esde d¶ependanceentre lesmarginalessont
enti µerement d¶etermin¶eespar la copule C. Nous avons intro duit [1] la famille de copulessuivante :

Cµ(u;v) = uv + µÁ(u)Á(v); µ 2 [¡ 1;1]; (5.1)

oµu Á est une fonction de [0;1] dansR v¶eri¯an t certainesconditions d¶ecritesdans[2], Th¶eorµeme1. La
repr¶esentation (5.1) o®re l'avantage d'englober di®¶erentes familles param¶etriques existantes [109,
105] tout en les ¶etendant. Les propri¶et¶es de d¶ependancemod¶elis¶eespar les copulesde type (5.1)
sont ¶etudi¶eesen d¶etails dans [2] et les problµemesli¶es µa l'estimation de la fonction Á sont abord¶es
dans [3].
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5.2 Domaines d'application

La th¶eorie des copules est d'une grande utilit ¶e pour l'¶etudes des valeurs extrêmesmultiv ari¶ees.
Par exemple,un couple de maxima de variables al¶eatoirespeut être mod¶elis¶e par une fonction de
r¶epartition bivari¶eede copule

C(u;v) = exp(log(uv)A(log(u)=log(uv))) (5.2)

oµu A est une fonction univari¶ee convexe, appel¶ee fonction de d¶ependance[108]. L'estimation de
A a ¶et¶e largement ¶etudi¶ee, en particulier dans [17]. R¶ecemment, une famille de copulesarchimax
incluant µa la fois les copulesde type (5.2) et les copulesarchim¶ediennes[62] a ¶et¶e intro duite [18].
Plus g¶en¶eralement, l'¶etude desvaleurs extrêmesmultiv ari¶eesest un domaine de recherche tr µesac-
tif actuellement et oµu de multiples questions int¶eressantes se posent. Ainsi, la d¶e¯nition mêmede
la notion d'extr ême multiv ari¶e est un problµeme d¶elicat et peu de r¶esultats existent encoresur ce
thµemeen regard du casunivari¶e pr¶esent¶e au Chapitre 1 et desnombreusesapplications potentielles.
Je projette donc d'aborder les questionsde mod¶elisation et d'estimation pos¶eesen statistique des
extrêmesmultiv ari¶esen m'appuyant sur la th¶eorie descopules.

J'aimerais ¶egalement utiliser les copulespour ¶etendre les travaux du Chapitre 2 µa dessupports de
forme plus g¶en¶erale. L'estimation de r¶egionsde grande probabilit ¶e mise en ¾uvre [3] dans le cas
descopulesde type (5.1) semble être un bon point de d¶epart pour cela.

Lesm¶ethodesder¶eduction dedimensionet d'analysed'image d¶ecritesChapitre 3 peuvent ¶egalement
b¶en¶e¯cier de l'utilisation de la th¶eorie des copules.Ainsi, il parait int¶eressant d'¶etudier la forme
de la copule associ¶eeµa une fonction auto-associative telle qu'elle est intro duite D¶e¯nition 3.1.1. Ce
lien permettrait d'¶evaluer le degr¶e de g¶en¶eralit¶e des modµelesauto-associatifs. De plus, l'extension
desmodµelesactuels µa desvari¶et¶esparam¶etrables par descouplesde directions pourrait ¶egalement
être bas¶eesur l'utilisation de copulesbivari¶ees.En¯n, dans le cadre de l'application desm¶ethodes
de r¶eduction de dimension µa l'analyse d'image, la structure de d¶ependancespatiale inh¶erente aux
donn¶eespourrait être mod¶elis¶eeelle aussivia l'utilisation de copules.
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