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Introduction 3

Intro duction

Ce m#&moire est une synthgsede mon activit § de recherche depuis ma thgsed&butfe en octobre
1993. Les travaux prsengss'inscrivent dans le cadre de I'inf §rencestatistique au senslarge. Plus
préci®men, ils s'articulent autour desthpmessuivants :

{ estimation de quartiles extrémes,

{ estimation de frontigre,

{ r@duction de dimension en analysed'images,
{ estimation de courbesde r&f§rence.

Mes cortributions p cesquatre domainessort d§crites en autant de chapitres, num@rotisde 1 p 4,
pouvant étre lus ind§pendammer.

Le Chapitre 1 est consac p I'estimation de quartiles extrémes.Le quartile xp, d'ordre p;
d'une variable al§atoire X estle nombre qui a probabilit§ p, d'etre d§pas§e: P(X > Xp,) = pn:
Dansle casou p, < 1=n, cequartile estdit extrémecar il est\en g@nral" supBrieur pl'observation
maximale. L'estimation detels quantiles n§cessitedesm$§thodessemi-paran§triquesd'extrap olation
au-delade I'observation maximale faisart le minimum d'hypothgsessur la loi de X .

Le problpme abord$® dans le Chapitre 2 est l'estimation d'un ensenble D g partir de points
disposBs al§atoiremert dans celui-ci. Le problgmen'est pastrait § ici danstoute sa g§nralit§ mais
on serestreint au casd'ensenblesdela forme D = f(x;y) :x2 E ; 0. y - f(x)g; E §tant un
sous-ensetble de RY connu, et f une fonction de E dansR* inconnue, si bien que I'estimation de
D serampneg celle de la fonction frontipref .

Les m@thodes de r§duction de dimension non-lin§airesintro duites Chapitre 3 ont §t§ motiv@es
par desapplications g I'analyse d'images. Une image peut en e®etétre reprsen$e par un vecteur
de grande dimension et les m§thodesde r§duction de dimensionlin®airessort souvent mal adapt§es
g reprisetter les d§formations meéme simplesd'une image.

Dans le Chapitre 4 de nouvelles m§thodologiespour I'estimation de courbesde r§frencesson
présen$es.Cesapprochessort basgessur une estimation non-paramitrique de quartiles condition-
nels pr&dide si besoinest d'une §tape de r&duction de dimension de la covariable.

En n, je montre dans le dernier chapitre de ce documert commert la confrontation de ces
domainesde recherche avec d'autres th@matiquesfait naitre de nouvelles perspectives. Avant cela
jaimerais souligner les liens qui unissert cesrecherches.

Tout d'abord, les probl§matiquesdes chapitres 1, 3 et 4 sort issuesde collaborations avec des
industriels, respectivemert EDF (®lectricit® de France),le CEA (commissariatp I'§nergieatomique)
et le CERIES (centre de recherche et d'investigation §pidermiqueset sensoriellesde Chanel). En
regle g8nirale, les travaux d§crits dans ce m&moire s'§tendert de I'§tude th@orique d'une m&thode
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statistique au d§veloppemert d'outils logicielsl'impl #mernant. Dans le casde I'estimation de quan-
tiles extrémeset de courbesde r&frence,les logiciels sort mis p la disposition de tous [32, 50].
Ensuite, les quatre domainesde recherche abord§s font appel p des thpmescommuns. Ainsi,

I'estimation de fronti gre, de courbesde r§frenceet la r§duction de dimension en analysed'images
relgpvent toutes trois del'estimation fonctionnelle, et estimation de quartiles extrémesou de courbes
de réfrencedont appel p desm@thodessemi-paranttriques. Notons que cesdeux dernigresprobl§-
matiques assaifesp I'estimation de fronti gre peuvent etre considgrfescomme di®§rerts aspects de
I'estimation de quartiles, conditionnels ou non. D'autre part le soucide la réduction de dimension
seretrouve g la fois en analysed'images et dans le cadre de l'estimation de courbesde r§ffrence.

Conventions

Les notations suivantes serort utilis #esdans ce mgmoire:
{ Si(An) et (Bp) sort deux suites rgellespositives, on §crit A, 3 Bp lorsque

0< nI!i{n inf Ap=B, - nI!i{n SUpAn=B, < +1:

A, 3 Os'interprgte par Ap! 0.0n note A, » B, siAp=B,! l1quandn! 1:
{ La convergenceen loi est not&e!d et la corvergenceen probabilit § est not§e A

En n, dansles chapitres suivants, lesr@sultats sort parfois §nondis sousdeshypothpsessimpli §es
a n de ne pasalourdir la pr§sertation.



Chapitre 1

Estimation de guantiles extr €mes

par une variable al§atoire X . Le quartile xp, d'ordre p, de X estla quantit & qui a la probabilit §
pn d'etre d§pas§e: P(X > Xp,) = pn: Dans le casop p, < 1=n, ce quartile est dit extréme
car il est\en g&nral" suprieur p l'observation maximale. Plus pr&cigmert, si X, d@signela
maximum de n variables al§atoiresind§pendartes et de mémeloi que X, alorsnp, ! 0 implique
P(Xpy, > Xnn)! lquandn! 1.

Les problpmesd'estimation de quartiles extrémessetrouvent typiquemert en hydrologie: g partir

problgmesabord§sdans ce chapitre trouvent cependart leur motivation dansun domaine di®gren,

la “abilit §. A I'exception du paragraphe 1.4, les r§sultats obtenus ici ont en e®et§t§ acquisdansle
cadre d'une collaboration de 7 ann§esentre le projet is2 de I'INRIA Rhbne-Alpeset la direction

des®tudeset recherche de EDF. La conclusionde cette collaboration a §t§ le d8veloppemert d'un

logiciel d'&§tude desqueuesde distribution.

Nous pr@serions au paragraphe 1.1 la th§orie desvaleurs extrémes,et la notion de domaine d'at-

traction, qui sort p la basedes m§thodes d§veloppesici. Les paragraphesl.2 p 1.4 pr@settent les
m$thodes d'estimation des quartiles extrémes,clas$§espar domaine d'attraction, que nous avons
proposges.Un test d'ad§quation d8dif aux queuesde distribution et utilisant la notion de quartile

extréme est introduit paragraphe 1.5. Le logiciel Extremes o sort implant§esquelquesunesde
cesméthodes est bripvemert présen® paragraphe 1.6. En n, quelquesperspectivessort proposges
paragraphel.7.

1.1 La th®orie des valeurs extr €mes

Soit X une variable alatoire r@ellede fonction de r@partition F et de fonction de survie E = 1j F.
On note xg = supfx 2 R; F(x) < 1g le point terminal de F. On introduit §galemem u - Xg un
r@el appel® seuil. L'excgsY de X au dela du seuil u est la variable alatoire d§ nie par Y = X j u

loi que X et soit X1.n - €6¢- X, lesstatistiques d'ordre assaies.

La th®orie desvaleurs extrémes#tablit deux typesde comportement asymptotique. D'une part, le
th®omme des valeurs extrémesdonne la loi asymptotique de X.n, le maximum de I'&dantillon,
lorsque n tend vers l'in ni. Ce r@sultat est pr§sen® dans le paragraphe 1.1.1. D'autre part, le
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th@omme de Pickands donne la loi asymptotique de I'excgs Y quand le seuil u tend vers le point
terminal xg. Ce r@sultat est présen® dans le paragraphe1.1.2.

1.1.1 Le th®orpgme des valeurs extr €mes

Th §orgme 1.1.1 Sous certaines conditions de r@gularit§ sur F, il existe » 2 R et deux suites
réeles (®)n 1€t ( n)n, 1 ( n> 0) telsquedx 2 R;

Jm PCH X i @) - x) = lim F7(Gh + "nx) = Ha(x);

ol H,, estla fonction de r@partition de la loi desvaleurs extrémes(EVD) :
( h )
exp i L+»)™  si»60; opy. = max(0;y):

H.(x) =
exp(j exp(i x)) si»= 0

(1.1)
Les conditions de r@gularit§ sur F sort dcrites dans [19], page 108 et [46], page 54. Elles sort
vBri Bespour la plupart des lois usuelles.La loi de fonction de r§partition H, est appele loi
des valeurs extrémes, et le paramptre » est appel§ indice des valeurs extrémes.Si F v@rie le
Th®omme1.1.1, on dit que F appartient au domaine d‘attraction de H,. On distingue alors trois
cas:

{ si»< 0, F appartient au domaine d'attraction de Weibull, et I'on note F 2 DA(W eibull),

{ si»= 0, F appartient au domaine d'attraction de Gumbel, et I'on note F 2 DA(Gumbel),

{ si»> 0, F appartient au domaine d'attraction de Fr8det, et I'on note F 2 DA(Fr&det).
Des descriptions de cestrois domainesd'attraction sort propodgesdans le paragraphe1.1.3.

1.1.2 Le th®§orpme de Pickands

La fonction de r§partition del'excpsY au-deladu seuilu estnot@eF,, la fonction de survie assxie
s'@crit pour x , O:
Fu(x) = P(X i u> xjX > u) = E(u+ x)=F (u):

Le thomme de Pickands [107] donne une approximation de cette fonction de survie (ou de fason
Bquivalente de la fonction de r@partition) lorsquele seuil u est proche du point terminal xg.

Th §orgme 1.1.2 F appartient au domaine d'attr action de H, si et seulementsi il existe une
fonction ¥telle que

lm  sup  Bu(x)i FSR, ()= 0 (1.2)
Ul XF g<x<x g u ’
ou I‘{ﬁi’/ﬁ’ est la fonction de survie de la loi de Pareto gin$ralise (GPD) :

Ve i 1=» .
GPD (X) _ (l + ))ch‘)@I - Sl » 6 0,
» ¥4 -

exp(i x=%) si»=0; (1-3)

d® nie pour x, Osi», Oet0- x - j ¥&»sinon.

Remarquonsquesi F 2 DA(Gumbel), alors #535/3 , la fonction de survie assaiepar le th§ommede
Pickands, estla fonction de survie d'une loi exponertielle d'esprance¥ De plus, siF estelle-méme
la fonction de r@partition d'une loi exponertielle alors I'approximation de Pickands est exactedans
le sensoy la loi de I'excpsest exponertielle quel que soit le seuil.
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1.1.3 Description des domaines d'attraction

Nous rappelonsles conditions n§cessaire®t sutsantes sur une fonction de r@partition pour qu'elle
appartienne g un domaine d'attraction. Ces caract§risations font appel aux classesde fonctions p
variations r§gulipresRV, et de fonctions g variations r&guligreslissesSR, [11], paragraphesl.4,
1.5,1.8,2.3et 2.4. Danslesdeux cas,%22 R estappel&indice de variations r§guligres,et si¥2= 0, on
parle de variations lentes (lisses). Les domainesd'attraction de Fr&cet et Weibull se caract§risert
alors aisBmert g partir de RV.

Th §orgme 1.1.3
(i) F appartient p DA(Fr®chet) avec un indice de valeurs extrémes» > 0 si et seulement
si(@) xg = +1 et (b) il existe™ 2 RVy tel queF (x) = xi 1= (x):
(i) F appartient p DA(Weibull) avec un indice de valeursextrémes» < 0 si et seulement
si(@) xg < +1 et (b) il existe™ 2 RVp tel queF(x) = (xg i X)I ¥ ((xg i x)i ).

Le domaine d'attraction de Gumbel peut, quant g lui, &tre d§crit g partir des fonctions de type
Von-Mises [42], Th§omme 3.3.26. Cependart, il n'en existe pas de caractrisation simple. Nous
proposonsci-dessousun exemplede classede lois reprsenatif de la diversit§ deslois de cedomaine
d'attraction. Ce dernier cortient desfonctions de r§partition F de point terminal ni ouin ni. Ici,
nousnouslimitons au secondcas.Plus pr&cigmen, nousd§ nissonsla famille suivante de fonctions
de r@partition, introduite dans[37].

D@ nition 1.1.1 Une fonction de r@partition F appartient g C% DA(Gumbel) si
() F estinversible.
(i) Lafonction V :x 2 Ri ! V(x)= Eil(exp(j X)) 2 R (fonction de hasad cumul@e
inverse) appartient p G;[ C*[ C} ave
Qp: SRy, u> 0, ué 1;
C=C, [C,=fV2SRy : V¥=10g[ fV2SR; : jV¥2SR; 1,08 ¢, O,
C?=fV 2 SRq; V92 SR, 10;
Gl =fV =expg g2 SRy; 0< u< 1g:

Pour conclurece paragraphelesdomainesd‘attraction assci§sg quelqueslois usuellessort pr&cids.

Exemple 1.1.1

{ Domaine d'attraction de Fr§chet(» > 0): Loi de Burr, loi de Fr§chet, loi de Pareto, loi de
Student.

{ Domaine d'attr action de Weibull (» < 0): Loi uniforme (» = j 1), loi inverse de Burr.

{ Domaine d'attraction de Gumkel (» = 0): Loi exmnentielle (C};1 ), loi gamma(C};l), loi
normale (CLZ), loi de Weibull (C}:—, ~ @tant le paramptre de forme), loi double-expnentielle
(C?) de fonction de survie F(x) = exp(i exp(x)), loi Iognormale(szz).

1.1.4 M®tho de des excps pour l'estimation des quantiles extr @mes

Nous donnons ici les grandes lignes de la m§ithode des exaas, d& nie dans [15] et bade sur le
th§omme de Pickands. Rappelons que l'on cherche g estimer le quartile extréme xp, d§ ni par
I‘f(xpn) = pn avec0 < p, < 1=n. Pour cela, on introduit un secondquantile u,, classiquecelui-ci,
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deni par F(uy) = ¢y, avecl=n- ¢, < 1. L'heuristique de la m@thode des exas consistealors g
appliquer I'approximation (1.2) avecu = un €t X = Xp, | Un pour obtenir 'approximation x5 de
Xpn -

Yup)

XS0 = up + (SR, (=) = Un i 19 (co=m)” : (1.4)

L'estimateur correspondart estobtenu enestimant u, par Xp; k,+1:n Ol Kn = ncy et enremplasarnt
. . N .
Y{un) et » par des estimateurs appropri®s ¥, et », construits sur la base des exaas ordonn§s

fXnii+1n i Xnjke+1n; 1 = 1;:053Ke i 19. Des exemplessort donnfs au paragraphe 1.1.5. On
obtient alors: ” 3 ,
Ll 5
Ron” = Xnjkertni - Li (Ga=pn)™ (1.5)
n

Un cas particulier important de cet estimateur est I'estimateur ET (Exponertial Tail) introduit
dans[15]. Il consistep supposerque la fonction de r@partition F est dans le domaine d'attraction
de Gumbel. Dpslors, il su+t deposers, = 0dans(1.5) et d'estimer ¥{(un) par la moyenneempirique
desexas,

1 it
M = ko 1 Xnji+tn i Xnjko+1:n); (1.6)
n i=1
pour obtenir I'estimateur ET de Xp, :
Ror = Xnj ks1n + % 10g(Ca=ph): (1.7)

1.1.5 Estimation des param ptres de la loi GPD

L'estimation desparamptres» et ¥dela loi GPD g partir d'un §dantillon d'excgsestun problpme
d®licat en pratique. La principale ditcult § provient du fait que, sur un §dantillon de n obsena-
tions, on ne peut disposerque de k,, exgspour r@aliserl'estimation (le choix du nombre k,, d'excgs
est §galemen un problgmeen lui-me&me). Dans ce contexte, I'estimateur du maximum de vraisem-
blance[115]estpeuutilis § car d'une part, il posedesproblpmesnum@riqueset d'autre part il estpeu
performant pour desnombres d'excgsinf@§rieurs g 500 [28, 81]. Parmi les nombreusespropositions
existantes pour pallier ceslimitations citons les estimateurs des momerts pond§r§s[87].

1.2 Estimation dans DA(Gum bel)

Notre cortribution g I'estimation desquartiles extrémesdans le domaine d'attraction de Gumbel
porte sur deux points. Dans un premier temps, nous avons §tudi® les propri§ts asymptotiques
de l'estimateur ET d€ ni en (1.7). Dans un secondtemps, nous avons propos un estimateur des
quartiles extrémesd®di§ p la cIasseCﬁ, p> 0.

1.2.1 Propri §t®s asymptotiques de l'estimateur ET

Cetravail a §t® r8alish en collaboration avec Jean Diebolt (CNRS, Universit§ de Marne-la-Vall§e).
L'®tude des propri§t§s asymptotiques de l'estimateur ET a §t§ n®glighe dans la litt §rature. On
trouve cependart dans[29] un r§sultat donnart la loi asymptotique de la di®renceRy i Xp,, mais
nousavons montr & [37] que cer@sultat esten g&n@ral faux. Pour notre part, nousavonstout d'abord
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$tudi® le comportemert du terme d§terministe x-a i Xp, puis du terme stochastique kﬁ: i xgﬁ , Ol

x5 estl'approximation du quartile extrémed® nie par analogieavec (1.4) par

X = U+ (RS2, M=) = un + ¥{un) log(ca=py): (1.8)

1.2.1.1 Etude du terme d@terministe

Les d€tails de cette ®§tude sort parus dans[72]. Nous avons monitr & que, dansla classeC, I'approxi-
mation (1.8) estun casparticulier de

ET K —

Xoalil
Xpn ' = Unt  —logh (Ca=p);

i=1
ou ¥ = VO(j logc,), appele approximation d'ordre k du quartile x,,. On vErie en e®etque
xor it = x5 . On note oK = (Xpy i Xbr *)=Xp, , I'erreur d'approximation d'ordre k et on introduit la
suite de fonctions K i (x) = x*V &) (x)=V(x); x > 0; k , 0: On supposeque les ordres des quartiles
peuvert s'crire p, = 1=n% n, ¢, = 1=n9* "% avecO< ®- 1- q '»! 0,701 Oet’',3 "0 De

suivant donne desconditions n§cessaire®t sutxsantes pour que l'erreur d'approximation d'ordre k
convergeversO.

Th §orgme 1.2.1 SoitF 2 C.
(i) Siv?2 Cllzp et L2 Ny alors " 1 0 pour tout 0< - 1- gq.
De plus, si g6 @ alors " 3 K., (logn).
(i) SiV2C, etuz N alors ek 0, g= =11
De plus, si = ¢°= 1 alors "¥¥ » LGy (T()+1§Iul k) (ni “9kt,
(i) SiV 2 C?alors "®*1 0pourtout 0< - 1- q.
De plus, si g6 @ alors " 3 K, (logn).
(V) Siv2Galors["#*1 0) q=¢’=1].
Inversement, si q= ¢°= 1 et s'il existes > 0 tel que” ,log™S(n) ! 0 alors "&* 1 0
et " 3 ("ni “Q)**1K 1 (logn).

Ce rfisultat §tablit le lien ertre les ordres p, et ¢, desquartiles p estimer et la classep laquelle
la loi appartient. Dans les cas (i) et (iv) la convergencede l'erreur d'approximation vers 0 im-

posede choisir p = p°= 1, ce qui implique log(1=p,)=log(n) ! 1. Dans de telles situations, les
approximations xp, * ne sort prochesde x, que pour desquartiles \p eu" extrémes,c'est g dire

prochesde I'observation maximale. Considgronsle cask = 1, correspondant g la m§thode ET. Le

Th@omme 1.2.1 montre que l'approximation ET est de bonne qualit§ pour les lois dont la fonc-
tion de survie d&croit trgsvite vers 0 (classeC?), le quartile extrémexp, peut etre approch§ sans
condition sur sonordre p,. A l'inverse,leslois dont la fonction de survie d§croit relativemert lente-

mert versO (classecﬁ) demanden de fortes conditions sur I'ordre du quartile p, a n d'obtenir des
approximations acceptables.La classeqﬁ, p 6 1 reprBserte un casinterm@diaire. En n, la classe
Cl conduit p des approximations de bonne qualit§ car les lois considiessort proches de la loi

exponertielle.
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Il estint§ressan de remarquer que la corvergenceou non vers 0 de l'erreur d'approximation " ik

ne d§pend pas de l'ordre de I'approximation k dansles cIassesC}:u, nz N, C et Cﬁ Par exemple
ET;0 _

I'erreur correspondart g l'approximation nafve xp, ™ = uy, corvergevers0 souslesm&mesconditions
que l'erreur assaifie p I'approximation ET : xp, . X5, - De ce point de vue, I'approximation de

Pickands ne modi e pasla nature de la convergence.

1.2.1.2 Etude du terme stochastique

Les dfitails de cette §tude sort publisdans [37]. Les r@sultats sort obtenus ici pour une classede
fonctions de r§partition plus g§nrale que la pr§diderte.

D@ nition 1.2.1 Une fonction de r&partition F appartient g D %2 DA(Gumbel) si
() F estinversible et deuxfois d§rivable.
(i) La fonction d& nie par A:x 2 Ry I A(x) = V'&Vqlogx) 2 R,
op V(x) = Ei Y(exp(j x)) vBri e les conditions suivantes:
A(X)! Oquandx! +1,
A est asymptotiquementde signe constant,
Il existe2- O tel quejAj 2 RV,

On a commeannondg C%2 D % DA(Gumbel), et le r§sultat est le suivant:

Th§orpme 1.2.2 Soit F 2 D etsoita:x 2 R! VOVvqvil(x)) 2 R. Siky,! +1,¢cy! O
=G, ! 0 etkiZ2a(uy)! O alors
1=2
{un) |Eng(cn:m) x5 N D) quandnt 1

L'application ceth®omme aux lois de la classeC permet d'obtenir desformes plus explicites pour
la condition kX 2a(un)! O.
Corollaire 1.2.1 SoitF 2 C Sik,! +1 etpy=c,! 0 alors dansles cas suivants:

() V2Ci[ G, u6 letky = o(logn)?),

(i) V2C, etkny= o(n),

(i) V2, etkn = O((log n)2** )i £) 8+ > 0 arbitrairement petit,

(iv) V 2 G etk, = O((log n)2ti Wi *) 8+> 0 arbitrairement petit,
on a,

1=2
kn IkET
¥{un) log(ch=pn) ™"

¢
i X 1 N (0;1) quandn! 1 :

1.2.2 Cas des lois p queue de type Weibull

Parmi les familles de lois de C, la classeq} est la plus int®§ressate dans le sensop elle englobe
la majorit & deslois de DA(Gumbel): Weibull, gamma, normale ... De ce fait, des estimateurs des
quartiles extremesd®diisp cette famille de lois ont §t§ intro duits, par exemple[9, 5, 16, 94]. Plus
précigmmert, cesestimateurs s'adresseh aux lois dont la fonction de survie satisfait I'hypothgse
suivante :

(A1) :E(x)=exp(i H(x)), avecV(t) = Hi 1(t) = t**(t) et * 2 RV,.
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De telles lois sort appel§eslois g queue de type Weibull. Ce sort essetiellement les lois de la
cIasseCj dont les conditions de r&gularit§ sur V, l'inversede la fonction de hasard cumul§e, sort
assouplies.Le paramptre | est appel§ indice de queuede type Weibull. L'estimation desquartiles
extrémespour leslois p queuede type Weibull passealors par I'estimation de |

1.2.2.1 Estimation de l'indice de queue de Weibull

Dans [67], nous proposonsl'estimateur suivant du paramgtre L:

i 1 kil
th = (log(Xn;j i+1:n) i 109(Xn; ky+1:n)) (logy (n=i) i log, (n=ky)) ; (1.9)
i=1 i=1

o log, (t) = log(log(t)), t > 1 et (k) estune suite d'entiers tels que 1 - k, < n. Cet estimateur
apparatt naturellemert si I'on considare la fonction quartile d& ne par

qt) = B 4(t) = V(log(1=t)) = (log(1=t)*" (log(L=t)); (1.10)
et si l'on remarque que pour s et t prochesde 0 que

M (log(1=t)) |
(log(1=9)
Wlog, (1=0) | log, (1=9): (1.11)

log(q(t)) i log(a(s)) = w(log, (1=t) i log, (1=9)) + log

Cette dernigre approximation est justi §e par le fait que = est une fonction g variations lentes. Il
estimportant de remarquer que (1.11) est exactedansle casdeslois de Weibull oy * est constarte.
Cette propri§t® n'est en g8niral pas v@ri §e pour les autres estimateurs de p (par exemple [16]
ou [5]) ce qui ser@wale pBnalisart dans la pratique, voir [67] pour une comparaisondes di®grerts
estimateurs sur simulations. La consistancede [I, y est §tablie:

Th §orpme 1.2.3 Sous(Al) , sik,! 1 etk,=n! O alors {i, P L
La normalit® asymptotique requiert I'hnypothpsede secondordre habituelle sur la fonction g va-

riations lentes " : il existe %2 0 et b(x) ! 0O tels que, uniform®mert localemen en, , 1 quand
x! 1,

H (X )ﬂ
(A2) :log — » b(X)Kw, ),

(x)

ouKy,) = Rl u” du. Le paramptre ¥2- 0 cortrdle la vitessede corvergencedu rapport ~(,x )="(x)
vers 1. La condition (A2) est la cl§ de voute des preuves de normalit§ asymptotique pour les
estimateurs basgs sur les valeurs extrémes.Nous renvoyons g [85] ou [7] pour d'autres utilisations
dans des contextes identiques. Notre r§sultat est alors le suivant :

Th §orpme 1.2.4 Sous(Al) et (A2) , ki2((hi W !® N (O:2), pour toute suite (kn) telle que

kn ! 1 ;kY¥*2blog(n=k,)) ! Oetkl?=log(n=k,)! O: (1.12)
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1.2.2.2 Estimation des quantiles extr €mes

Disposart d'un estimateur ﬁn del'indice de queuede Weibull p, nous proposonsdans[57] d'estimer
le quartile xp, par I'estimateur WT (Weibull Tail) :

Hlog(z=p) T

RWT = % . o o M 1.13
Pn nj kn +1,n |Og(l=q1) ] ( )

od, comme pr&didemmen, ¢, = kp=n. La encore,cet estimateur b§n§ cie d'une justi cation intui-
tive. Pour s et t prochesde 0, la fonction quartile d§ nie en (1.10) v@ri e

o) _ Vloga=n) , "loga=p .
qs) V(log(1=9)) log(l=s)
ce qui permet, de fagon similaire g lI'approche des exaas dcrite paragraphe 1.1.4, de remplacer

I'estimation d'une quartile extr@mepar I'estimation d'un quartile classique.
En introduisant ¢, = log(1=p,)=log(1=¢,), on a les th§ommesasymptotiques suivants.

Th@orpme 1.2.5 Sous(Al) , sikn! 1, ky=n! 0et¢ 3 1alors RyT =Xp, ] quandn! 1.

Th §orpme 1.2.6 Sous(Al) et (A2), si (1.12) estV@ri Geetsi¢,! 1 alors,

= ﬂ
log(1=c) ki " &1 C1 10 NOyD):
log(cn=pn)  Xp, ' o

L'®tude du comportement de cet estimateur sur simulations est bagfe sur la notion de pouvoir
d'extrap olation intro duite dans [41].

1.3 Estimation dans DA(F r@chet)

L'estimation des quartiles extrémesdans le domaine d'attraction de Frcet par la m§thode des
exas (1.5) n§cessitel'estimation des deux paramgtres » et ¥ de la loi GPD. Les dixcult §slies
g cette estimation ont §t®§ $voquBesdans le paragraphe 1.1.5. Nous proposonsici une m$§thode
d'inf §rencebay$siennepour tenter de d§passercesditcult §s.

Ce travail a §t8 rgalish en collaboration avec Jean Diebolt (CNRS, Universit§ de Marne-la-Vall§e),
Mhamed-Ali El-Aroui (ISG de Tunis) et Myriam Garrido (ENAC, Universit§ Toulouse3) dansle
cadre de la thpsede cette dernigre ([58], Chapitre 3). Une synthpsede la m§thode est prsenge
dans[33].

1.3.1 Estimation bay®#sienne des param gtres de la loi GPD

Reparam @trisation de la loi GPD. La param@trisation standard de la fonction de survie
I{S;{f de loi GPD d#crite en (1.3) est remplacge par une nouvelle param$trisation mieux adapt§e
dansle cas» > 0 qui nous int§resseici. Deux nouveaux paramgtres positifs ® = 1=»et = ¥&»
sort introduits et leur coupleestnot® u= (®; ). La fonction de survie ainsi reparam@tr§eest not§e
Fero (] 1) et s'@crit

ero (1T H) & u T e

rl-GPD (Yim= 1+ = Yy, 0; (1.14)

<
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et la densit® assxife est

;o y, O: (1.15)

une loi appartenarnt p DA(Fr&cet). Le point de d@part de cette §tude est la repr§seration de la
densit$ (1.15) par un m§langeintro duite dans[110], page 157:

Z
fero (YiW) = p(yjZz)a(zjn) dz; (1.16)

ou p(;jz) estla densit® de la loi exponertielle d'espirance 1=z d§ nie par p(yjz) = zel Y*lys g
pour tout z > 0 et op g(:j ) estla densit® de la loi gamma de couple de paramptres u = (®; ):
gzip = "®G(®)i1z® e |y, og- La reprgsenation sousforme de mg&lange (1.16) permet de
pallier I'absencede classeconjuguiie pour la loi GPD en construisart une classequasi-conjuguie
pour la loi GPD g partir de la classeconjugue pour la loi gamma.

Classe conjugu ®e pour la loi gamma. La d€ nition dela classeconjuguepour la loi gamma
reposesur la loi Gamcondetype |l [27]. Elle est notfeGamconlli(c;d) ouc> 1letd> 0 sort deux
paramptres. Sadensit® s'§crit :

2a(X) = TLgiCdx + 1) GOx)) 4 (ed) ®lye o) (1.17)

C

(®; ). D'aprps[27], Th@omme 2, la densit§ a priori conjugu$e sur 1 avec comme hyper-paramgtres
+> 0et” >1 > 0estdonnBepar ) = YU®)Y( j®) ou ¥{®) estla densith de la loi Gamcon |
de paramptresc= "= etd= t et ¥ j®) estla densitf de la loi gammade couple de paramptres
(#®+ 1;%). Lesdensitfsa posteriori correspondanes sort alors

YAWjz) = YA®j )/ | ®;z) (1.18)

avec¥{®j z) la densit® de la loi Gamcon || de paramptres c®= "~ %1%t d%= 0 op

P\ A D i=(x+ k)

10= 1 #=5(=+ k) Z : (1.19)
i=1

+
0= ++ k; 0=
t+ kK

et

et ¥~ j®: z) la densit de la loi gamma de couple de paramgtres (+*®+ 1;+9 9.

Application g la loi GPD. Nous avons remarqu® [33], paragraphe 2.1, que la loi a posteriori
de yu sadant y s'crit commeun mlangedont la densit§ est
z

YAUjy) = adzjy)Y4ujz)dz (1.20)



14 Chapitre 1. Estimation de quartiles extrémes

oUu q:jy) estla densit d§ nie par

r P(Yi2)g42)
p(y j 299429 dz°

z
etg z) =  o(zj O d

adzjy) =

avec les notations

- V( - - w -
9zjw = g@jwetplyjz)=  plyijz):
i=1 i=1
Il appareft que la densit® (1.20) ne peut &tre calcule explicitement. On a cependart ac@s aux
densitfs conditionnelles ¥{j y;z) par (1.18) et ¥{zjy;H) enremarquan que

YK o
Azjyi I plyiggzi = 2% (A1 o4
i=1
et donc que pour i = 1;:::;k, conditionnellemert p p et y;, Z; suit une loi gamma de couple de
paramptres (® + 1; + y;). Il est alors possible (voir par exemple [111], Chapitre 5) de simuler
desr@alisationsa posteriori de g sahant y gracepg un §dantillonneur de Gibbs. Le principe de la
(m + 1)pmeit@ration est le suivant :

1. Simulation des zi(m+l) de loi Gamng@™ + 1,7 (M + y;):

2. Simulation de &™) de loi Gamconll( %1249, avec +2= ++k, “%et 10 calculfes
p partir des z(M*1D par I'fequation (1.19) :

3. Simulation de ~(M*D) de loi Gamnfa®™*) + 1:100

Les nombreux problgmesde mise en %uvre de cet algorithme sort abord§s dans [33]: simulation
d'une loi Gamconll, choix deshyperparamgtres+, ~ et !, d§tection du r§gime stationnaire ...

le r@gimestationnaire atteint. Il estalors possibled'estimer le couple(®; ) par la moyenne,le mode
ou la m&diane empirique de la distribution pr§diderte.

1.3.2 Application p l'estimation des quantiles extr €mes

basede la m&thode desex@s(1.5):

3

R‘g:D i = xn; Kn+1n i _] 1| (anpn)l:®

De méme,de nombreux estimateurs peuvent etre calculfsp partir de cet ensenle de valeurs [33].

1.4 Estimation dans DA(W eibull)

Lestravaux pr@sen®sici sort issusde la thpsede Laurent Gardes[55] co-encad@epar Pierre Jacob
(Universit§de Montp ellier 2) et moi-méme.L'estimation desquartiles extrémesdansDA(W eibull) est
bagge sur la caract@risation du Th@omme 1.1.3. En remarquart que Fi > est approximativ emert
lin§aire au voisinagedu point terminal Xxg, on en d§duit I'approximation

Fi”@i Fi”(b, aj b
Fi>(c)j Fi”(b) cj b’

(1.21)
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valable pour a, b, et ¢ prochesde xg. En donnant des valeurs bien choisies p ces paramptres, il
est alors possible d'estimer l'indice des valeurs extrémes» (paragraphe 1.4.1) puis des quartiles
extrémes(paragraphe 1.4.2).

1.4.1 Estimation de l'indice des valeurs extr @mes

Nous donnonsdans ce paragraphedeux exemplesd'estimateurs de » qu'il est possibled'obtenir sur
la basede I'approximation (1.21). Danslesdeuxcas,onposea = UnXnn, b= Xpn €tc= vy Xy OH
(un) et (vp) sort deux suites de I'in tervalle ]0;1[. On approche alors E (un) par la variable alatoire
¢éu, =N avec
X
éuy = X0 > Og X, unXnn0:
i=1

De méme, on approche F (vy) par ¢, =n of ¢, est d§ni similairement. Nous proposons deux
approximations possiblesde F (X n:n) donnart lieu p deux estimateurs de ».

1.4.1.1 Un estimateur g double seuil explicite

Dans ce paragraphe, on approche F (X nn) par 0. La validit § de I'approximation d€duite de (1.21)
qui en r@sulte est garantie par [55, Th@omme 3.2. Souscertaines conditions sur (up) et (vy), on a

en e®et . TR N
Live an ' P
1i Un -

L'estimateur qui en r§sulte est le suivant :

4. = 109i un)i log(Li vn),
" log(cu,) i 109(év,)

Sespropri§t®sth®oriquessornt §tablies dans[55], Chapitre 3. En particulier, il est montr§ que Ql;n
corverge en probabilit § vers » pour tout » < 0 et corvergeen loi si » < j 1=2. Le r@sultat (publi €
dans[54], Th§omme 2.2) est le suivant :

A !
(1 cd P)»*

(B (Unxe) 2B i M 1Y N oo (1.22)

Ol c estune constarte appartenant gl'intervalle ]0;1[. Ce r§sultat est obtenu au prix d'une condition

de secondordre de type (A2) et de contraintes sur les suites (u,) et (vn). Cependarn, il est
remarquable que la vitessede la convergence(1.22) soit en puissancede n. De plus la convergence
presquesire est §tablie pour » < | 1. Nanmoins, l'int§ret de cet estimateur est principalement

th®orique car sesperformancessur simulations sort m§diocres. L'estimateur >’§1;n sou®reen e®et
d'un important biais syst§matique d0 sansdoute p I'approximation grossgre de F (X nn ).

1.4.1.2 Un estimateur R double seuil implicite

Cette limitation pratique estsurmont§een approchant F (X n:n) par 1=n. La validit § de I'approxima-
tion d®duite de (1.21) qui en r§sulte est garartie par [55], Th§omme 3.4. Souscertaines conditions
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sur (up) et (vp), on a en e®et q A !
i »

1iVn (JJni 1 |P 1
Liun i1

L'estimateur >’>\3;n r@sultant de cette approximation est d§ ni commela racine en p de I'§quation:

A !
"1, vnﬂ ari 1l
1i un i 1

- 1 (1.23)

Il n'est pas possiblede tirer de cette §quation une formulation explicite pour >’>\3;n. N§anmoins,on
prouve que, souscertainesconditions sur lessuites (u,) et (v,), I'8quation (1.23) admet une unique
solution avec une probabilit & qui tend vers 1 quand n tend vers I'in ni. La consistancefaible de
>/>\3;n est §galemen §tablie, voir [55], Thomme 3.7. L'obtention d'autres propri§t®s asymptotiques
pour cet estimateur est actuellemen g I'§tude. Son comportement sur simulations est satisfaisart.

1.4.2 Estimation des quantiles extr @mes

Laurent Gardes [55], paragraphe 4.2, montre que sur la base de I'approximation (1.21) et d'un
estimateur %, consistart de », il est possiblede construire un estimateur du quartile extrémexp, .
Pour cela, en considBrant » = %, a= UnXnn, b= Xp, €t c= vp Xy dans(1.21), on disposed'une
nouvelle approximation impliquant le quartile recherch§. La validit § de cette approximation est
prouv@edans [55], Lemme 4.1 avec la convergence

A, !

TV L. P
Xpn i VnXnin i (npn)t M p

A [
Xp @ UnXmn ™ i (npp)i
On d&duit alors de cette approximation l'estimateur suivant de xp, :
N
> nMn o 5
RO () = UnXnn @ 25 L (G =Npa)™
n
od lI'on a d§ ni Ly
,n()/;n):)/;nxn;n _,\nl r_],\.
0P . L0
(JJI"I I O/n

L'estimateur du quartile extr&me ainsi d§ ni est similaire g I'estimateur GPD (1.5). Il fait in-
tervenir un seuil al®atoire u,Xn.n €t le pourcertage de points ¢,,=n d&passan ce seuil. Notons
gu'ici ce pourcertage est al®atoire alors qu'il est dgterministe (c,) dans(1.5). On montre dans[55],
Th@omme4.2, que kng(Qn) est consistart dgsque », estun estimateur consistart de ». Il apparat

sur simulations que I'estimateur 2" (>’>‘3;n) b&n® cie de bonnesperformances.

1.5 Tests de queues de distribution

La th@§orie desvaleurs extrémes,telle qu'elle est exposBedansle paragraphe1l.1.1, permet, gracep
un modple semi-parantrique, d'extrap oler la comportement de la queuede distribution au-delade
I'observation maximale p partir desplus grandesvaleursde I'@§dantillon. De cefait, lesestimateurs
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qui en d®coulert n'utilisent qu'une petite partie de l'information pr§serne dans I'§cantillon (par
exemple les k, exaas) et sort peu excaces lorsque le hombre de donn§esest petit ou mod@rg.
Pour cette raison, dans des situations concmtes, issuesde la "abilit § par exemple, il est plus
int§ressan de disposer d'un modgle param@trique construit sur I'ensenble des donn§es.Un tel
modgle pr§serte de plus l'int§rét d'etre interpr§table pour lesing®nieurs et d'etre disponible dans
la majorit § deslogiciels de abilit §. Les tests d'ad§quation classiques(Cramer von Mises, Ander-
son Darling, ...) permettent de s§lectionner un tel modgle. Cependan, ces procBdures testert
essetiellement I'ad§quation d'un modple p la partie certrale desdonnes.Les dangerscaudis par
I'extrap olation desr@sultats de cestests aux queuesde distribution sort d§crits dans [38] et [82].
Pour cela, nous avons d§velopp® une procfdure permettant de v8ri er l'ad®quation d'un modgle
param@trique aux valeursextrémesde |'§cantillon. Sonprincip e génral estd§crit paragraphel.5.1
et plusieurs variantes en sort pr§sen§esparagraphesl.5.2et 1.5.3.

1.5.1 Princip e des tests de queue de distribution

Supposonsqu'un test d'ad§quation usuel ne rejette pas I'hypothgsenulle Hg selonlaquelle F ap-
partient g la famille de modgles param@itriques fF, : 12 £g . Le but du test est de contrdler
l'ad@quation de la queuede F, , op B, est par exemplel'estimateur du maximum de vraisenblance
de Y, aux plus grandesdonneset de v8ri er si cette queuede distribution permet desextrapola-
tions raisonnablesau-delude 'observation maximale. Il s'agit doncdetesterHo:F 2 fF,: u2 £9g
cortre Hy : F 2fF, : u2 £g en queuede distribution. Le principe du test est de comparer deux
estimateursdu quartile extrémexp, sousHq. Le premier estl'estimateur param§trique du quartile
Rparam = Ifénl(pn). Le secondest I'estimateur GPD introduit en (1.5):
3 ,

%% A
R0% = Xnika+tini ~ Li (Cn=pn)™
n

Plus pr@cigmert, nous construisonssousH un intervalle de con ance | Cg de niveau ® pour la
di®grenceertre lesdeux quartiles estimiiset nousrejetons 'hypothgsenulle si R5° i R 2| Ce.
Plusieurs versionsdu test peuvent etre d&clinfesselonle principe de construction de l'intervalle
| Ce et les estimateurs %, et %, utilis Bs pour calculerk‘gsD .

1.5.2 Le test ET

Dans le casoy leslois F|, consid§resdans I'hypothgsenulle appartiennent g DA(Gumbel), il suzxt
de choisir », = 0 et % d&ni par (1.6). On a alors RSP = R5 (voir §quation (1.7)), et le test
obtenu est appel test ET. Chronologiquemern, il s'agit du premier test que nous avons mis en
Yauvre. Sonprincipe a §t® d€ ni en collaboration avec Jean Diebolt [36] et desd§veloppemerts ont
B8 propodis dans la thpsede Myriam Garrido [58], Chapitre 1. En particulier, plusieurs versions
du test ET ont §t§ intro duites.

Le test ET asymptotique. Sur la basedu Th§omme 1.2.2, nous avons construit un intervalle
de con ance | Cg asymptotique. Le comportement asymptotique du niveau et de la puissancede ce
test a §t§ Btabli [35] dansle casd'hypothpsessimpleset de lois appartenant g la classeC. N§anmoins,
l'int§ret de cette version du test est uniquemert th§orique. En e®et,la corvergenceen loi §nondge
dans le thBomme est trps lente, et de ce fait le test ET asymptotique est peu puissart pour des
fichantillons de petite taille.
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Le test ET \b ootstrap"” param $trique. Pour pallier cette limitation, nous avons dg§velopp®
une version du test ET badge sur une $valuation par bootstrap param$triqgue de l'intervalle | Cg.
Nous avons v8ri & sur simulations que le test ainsi construit b§n§ cie d'une bonne puissance[34].
En cortrepartie, cette version du test est trgs colteuse en temps de calcul. Pour cette raison,
nous avons ®§galemem propost une version \b ootstrap” param@triqgue simpli §e. Constatant que
les °uctuations de R5" sort de l'ordre de ki ' et cellesde Rexam e 'ordre de ni 172, nous avons
n®glig® cesdernigresen ne \b ootstrappant" pas I'estimateur param§trique. Le gain de temps est
apprciable lorsque I'estimateur du maximum de vraisemblance {I, estlourd g calculer, et la perte

de puissancepeu importante.

1.5.3 Le test GPD

Le princip e du test GPD est celui dficrit dansle paragraphe1.5.1.Le choix desestimateurs 5, et %

pour le calcul de kg:D a §t§ 8tudi§ dansle cadredu stagede DEA de Abdelhak Imoussaten[89]. Pour

desraisonsaussibien th@oriques(invariance desestimateurs par rapport aux paramgtresde position

et d'§delle) que pratiques (bonne puissanceexp@rimentale), il est apparu que les estimateurs des
momerts pond§r§s(d§crits au paragraphe 1.1.5) §taient bien adapt@s. Nous avons §galemen choisi

de ne pas d§welopper de versionasymptotique du test GPD, toujours pour desraisonsde puissance.
Seulesles versionshootstrap et boostrap simpli $eont §t§ proposes.

1.6 Le logiciel Extremes

Le logiciel Extremes a §t8 ®crit par J§rome Ecarnot, sousla direction conjointe de Jean Diebolt
et moi-mémeet dansle cadred'un contrat entre EDF et le projet is2 de I'INRIA Rho6ne-Alpes.Ce
logiciel regroupe quelquesunesdesdi®grertes m&thodesde mod€lisation de queuesde distribution

et d'estimation de quartiles extrémesd®crites dans ce chapitre. Par exemple,on y trouv e plusieurs
fonctions pour estimer l'indice desvaleurs extrémes» ou les paramgtres de la loi GPD (voir pa-
ragraphe 1.1.5). Les procgduresdfwveloppesdans le cadre de la thpsede Myriam Garrido y sornt
figalemen pr@senes. Par exemple,lestests de queuede distribution dcrits au paragraphe 1.5 sornt
impl§ment@s. Ce logiciel, ®crit en C++ avec une interface Matlab seveut un outil convivial pour
exp@rimenter graphiquemern les procduresde statistique desextrémes.ll est disponible librement
g l'adressesuivante : http://www.inrialpes.fr/is2/pub/software/EXTREMES accompagi® d'une
documerntation complgte. Un descriptif résun® du logiciel est §galemen disponible [32].

1.7 Perspectives

Je travaille actuellement g l'extension g tous les domainesd'attraction de I'estimateur p double

seuil implicite >’>\3;n, d®di® au DA(Weibull). Le travail men§ en collaboration avec Laurent Gardes

consiste g remplacer les seuils dterministes u, et v, par des seuils al§atoires X ; ko+1:n=Xn;n €t

Xni kn+1:n=Xn:n OH (Kn) et (k,?) sort des suites d&terministes tendant vers I'in ni moins vite que
n. Le nouvel estimateur de » est obtenu en r&sohant en p I'§quation similaire g (1.23):

A !

IJ'Xn;n i Xnj kn+1;nﬂ kr?i ui 1

Xnn i Xnik2+1;n kol M 1

=1
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La consistancefaible de cet estimateur est §tablie dans [56], Th§omme 1, quel que soit le signe
de », c'est p dire quel que soit le domaine d'attraction de la loi des obsenations. Nous avons
Bgalememn montr § souscertainesconditions (voir [56], Th&omme2) que la loi limite de I'estimateur
corvenablemen renormalis§ est gaussiennesi » < j 1=2 et une loi desvaleursextrémessi» > | 1=2.
Ce risultat laissep penserque la limitation du r§sultat (1.22) p» < j 1=2 est bien une n§cessi§ et
non une facilit§ de calcul.

A court terme, nous projetons de construire un nouvel estimateur des quantiles extrémesbadg sur
cet estimateur de ».

D'autre part, le test GPD prsen$ paragraphe 1.5.3 m@rite d'etre am@lior§. Il est en e®etsouhai-
table d'adapter I'estimateur de » utilis§ suivant le domaine d'attraction o se situent les lois F
considér§esdans I'hypothgsenulle. Par exemple,si F;, est un ensenble de lois de type Weibull, il
senble pr&frable d'utiliser I'estimateur ad hoc prsen® paragraphe 1.2.2 plut®®t qu'un estimateur
\g 8r@raliste”. Cette intuition doit etre valid®e sur simulations et, pour cela, le logiciel Extremes
est un outil pr§cieux.

A plus long terme, je souhaite d§velopper une correction du biais pour les estimateurs proposgs
dans ce chapitre. Sousune hypothpsede secondordre de type (A2) , le terme dominant du biais
desestimateurs est d0 g la fonction b. Cette fonction peut alors tre estim§e[7, 102] dansle cadre
d'une modpgle de r§gressiornpour corriger l'estimateur. Cette dgmarde doit permettre §galemen de
simpli er la sflection du paramgtre k, optimal. Il s'agit d'une secondedirection de recherche que
je souhaite d@velopper en m'appuyant sur lestravaux existants pour I'estimateur de Hill [39, 80].
Enn, l'estimation de frontigre pr@sene au chapitre suivant est un prolongemen naturel de la
probl§matique d'estimation desquartiles extrémespar l'introduction d'une covariable.
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Chapitre

1. Estimation de quartiles extrémes
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Chapitre 2

Estimation de frontigre

Le problgme abord§ dans ce chapitre est I'estimation d'un ensenble D born§ de R, d | 1,
g partir d'un ensenble N, de points disposgs alatoiremen dans celui-ci. Nous ne traitons pas
ici le problpme dans toute sa g&nralit® mais nous nous plasons dans le cas particulier op D est
delaformeD = f(xy) :x 2 E; 0- y - f(x)g, E ®tant un sous-ensetble de RY connu,
et f une fonction de E dans R*. L'estimation de D serampne donc g l'estimation de f appel§e
fonction frontigre. Le problgme ainsi pos§ a §t§ introduit initialement par Ge®rqg [59]. Depuis,
des applications se sort d§veloppesen traitement d'images[96, 101] et en §conon®trie. Dans ce
dernier cas,f estappelfela frontigre de production optimale. Des estimateurs sort proposgsselon
quef est suppodBe croissare (estimateur FDH, Free Disposal Hull [31]) ou concave et croissare
(estimateur DEA, Data Envelopmert Analysis [43, 63]). Les estimateurs §tudifsici ne n§cessiten
pas d'hypothpsede monocit® sur f . Nous §tudions leurs propri§t#s dans les deux cadressuivants :

distribu §ssur D selonune densit§ A.

(b) Np estun processudle Poissonde mesuremoyennenc® - | Ip, ¢ estune constarte strictement
positive, , dBsignela mesurede Lebesguesur R, et © une mesureabsolumen cortinue par
rapport p la mesurede Lebesguesur RY. On note dans ce casf(X;;Y;); i, 1g%E £ R*
I'ensenble despoints assaifs.

Nous nous focalisonsici sur la description de la loi asymptotique d'estimateurs non-paranmftriques

de f lorsque n tend vers l'inni. Par commadit®, nous considérons parfois les cas particuliers

E = [0;1], A constarte sur D dansle cas(a) et E = [0;1],° = , dansle cas(b).

Nous prsernons dans le paragraphe 2.1 les estimateurs de la litt §rature qui ont inspir§s nos tra-

vaux. Le paragraphe 2.2 est dgdid§ p la pr§senation des estimateurs que nous avons proposis

demandart une partition de D. Cette partition pr§alable est abandonrfie dans le paragraphe 2.3

aveclintroduction desestimateurs par programmation lin®aire. Les perspectivessort §voquesau

paragraphe2.4.

2.1 Nos points de d@part

Nos travaux sesort appuy®ssur deux cortributions p l'estimation de frontigre. Outre le fait de se
placer dansle caskE = [0;1], leur point commun est l'intro duction d'une partition du support D en
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de E = [0;1]. La suite (k,), supposBetendre versl'in ni avecn, estun paramgtre commun aux deux
m@thodes d'estimation. La premigre d'entre elles, qui est aussila premigre g notre connaissance
dans le domaine, est due p Ge®rq [59]. L'estimateur propod® est construit g partir desk, points
les plus hauts dans chaquecellule D ., . Sespropri$t§s, d&taillfesdansle paragraphe?2.1.1, relpvert
de la th§orie desvaleurs extrémes.La secondem@thode que nous avons considire a §t§ propodie
par Jacob & Suquet [90]. La fonction f inconnue est d§compodie en sBries orthogonalesdont les
coexcients sornt estim@§sp partir desnombres de points dans chaque cellule (paragraphe 2.1.2).

2.1.1 L'estimateur de Ge®roy

Ce paragrapheerntre dans le cadre (a) avec E = [0;1], I'ensenble N, consid§r§ est un §cantillon

valeurs extremesde I'§dantillon sort d§ nies par Y., = maxfY;;(X;;Y;) 2 Dy g, ou l'on a posk
maxf,g = 0. L'estimateur de Ge®rq [59] est alors la fonction constarte par morceaux d§ nie par
n
fe(x)= 1fX2 lnrg¥o: (2.1)
r=1
Dans ce mémeatrticle, il est montr & sousdiverseshypothgsessur les fonctions f et A et sur la suite
(kn) quela distancelL; d® nie par

di (f5if) = sup TR(x) i £~ (2.2)
x2[0;1]
convenablemen normalis§e corverge en loi vers une loi de Gumbel de fonction de r§partition Hg
d® nie en (1.1). Plus rEcemmen, Korostelev & Tsybakov [96] ont inclu I'estimateur (2.1) dans la
famille plus g@nrale desestimateurs polyndbmiaux par morceaux
Xn .
TGl = 1FX 2 Ty gPR, (X 1) (2.3)
r=1
oy, sur chaqueintervalle | ¢, Py, (5 1) estle polyndbme de degr§ p englobart tous lespoints et d'aire
minimum. En d'autres termes, il s'agit de r§soudrele problgme d'optimisation sous cortraintes
suivant : Z
min P (s dXx s.c. Pryr (Xis 1), Yis Xi 2 Iy (2.4)
|n;r
En particulier, on a f(x) = fX™ (x;0). On remarque alors que d'aprps[96], Th&ome4.1.1, I'esti-
mateur £ est minimax si A est constarte et si f est 1-lipschitzienne dans les cadressuivants
(i) kn = (n=logn)'=2 et pour la distanceL; d§ nie en (2.2),
(i) kn, = n' et pour la distance L1 d@_ni% par
1_

5= TR0 () (25)

A n decompliiter cesr@sultats, nousavonsmontr § [61] avec Pierre Jacob (Univ ersit§ Montp ellier 2)
et Jean Ge®rq la normalit® asymptotique de l'erreur L1 convenablemen normalis§e:
Th §orgme 2.1.1 Si A est constante et si f est ®lipschitzienne (0 < ® - 1), ky = o(n=logn),
n = o(ki*®), alors h
nc
1=2
n

3 i’
di(fS:f) i E du(fsif) ¢ N(O;): (2.6)
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Pour prouver (2.6), nous avons d§ja §tabli ce r§sultat lorsque N, est un processusde Poisson[77],
puis nous avons utilis § la technique de Ge®rq [60] pour tendre le r§sultat au casde I'§chantillon.
En renforeant les conditions sur la suite (k,), la convergence(2.6) est consenfe si on remplace
l'esp@rance E[dl(f",?;f )] par kn=(nc), voir [61], Corollaire 2. De m&me, la constarte ¢ peut &tre
remplace par I'estimateur

L Xn

Cﬁ = kn an?r ;
r=1

sansperturber la corvergenceen loi, [61], Corollaire 3.

2.1.2 L'estimateur de Jacob & Suquet

Jacob & Suquet[90] ont adapt® la m&thode de projection sur sBriesorthogonales, d§ja connue en
estimation de la densit ou en r§gression,au casde I'estimation de frontigre. Cestravaux entrent
dans le cadre (b) simpli € op E = [0;1] et © = | de sorte que N, est un processusde Poisson
homogene de mesuremoyennenc, »lp, ¢ §tant une constarte strictement positive et , , d§signan
la mesurede Lebesguesur R?. Le princip e est le suivant. Soit (b,) une suite d'entiers qui tend vers
linni et soit (e')-2n Une baseorthonorm@§ede L2. Le d§veloppemert def sur la baseest tronqu§

au (b, + 1)pmeterme et chaque coezcient

Z, ¥n Z
a = f(t)e(t)dt = f (t)e(t)dt (2.7)
0 r=1 lnr
est approch® par
Xo z Xo
Qkn = e (Xr) I f(t)dt = € (Xnyr), 2(Dnyr ); (2.8)
r=1 nr r=1

OU Xpr estle certre de | . En introduisant N, = 1TY;;(Xi;Y;) 2 Dpg; et enremarquart que
E[Nnr]= nc, 2(Dny), lesauteurs proposert d'estimer a-, par

JS Xn Nn'r
S e (Xny ) —2-: (2.9)
nc
r=1
L'estimateur de la fronti gre s'§crit donc
X” N ..
fl\rJls(X) = Kn (X:Xn;r) nn(,:r ; (2.10)
r=1

avec K, d@signar le noyau de Dirichlet d'ordre b, assci§ p la base(e') d§ ni par

Yon
Kn(xy) = e®e(y); (xy) 2 [0~
=0

Lesauteurs§tudient alors di®§rerts typesde corvergencede f’\,ﬂs versf sousdeshypothpseg®nBrales
sur le noyau de Dirichlet assi p une baseC?!. La normalit® asymptotique ponctuelle de I'esti-
mateur certr§ sur son esfrance f’\;}s(x) i E[f’\,ﬂs(x)] et corvenablemen normalis§ est §galemen
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Btablie. Cesr@sultats sort illustr §ssur I'exemple de la basetrigonom@trique. Notons que lesauteurs
$itablissent en parallgle les mémesr§sultats pour la basede Haar. N§anmoins, les estimateurs de
type (2.10) pr@sertent l'inconv@niert de n§cessiterla connaissancedu coexcient ¢ pour leur mise
en auvre, ce qui n'est pasle casde I'estimateur de Ge®rqg (2.1). Cette constatation est g la base
destravaux d§crits dans le paragraphe suivant.

2.2 Estimation p partir de partitions

L'ensenble ce paragraphesesitue dansle cadre (b), c'estpdire que N, estun processugie Poisson.

2.2.1 Estimation par pro jection

Les travaux d§crits dans ce paragraphe ont §t§ menfs en collaboration avec Pierre Jacob. Nous
montrons tout d'abord dans le paragraphe 2.2.1.1 commert adapter l'estimateur f“;:s au casc
inconnu en utilisant les valeurs extrémesdu processusde fagon similaire g f’}? Le cas des bases
non orthogonalesest abord§ avec I'exemple de la basede Faber-Shauderdans le cadre de la thpse
de Laurent Gardes, le principe d'estimation §tant d§crit ici paragraphe2.2.1.2.L'ensenble de ces
travaux supposeE = [0;1] et® = .

2.2.1.1 Pro jection sur une base orthogonale

Le princip ed'estimation descoezcients (a') consistep reprendrel'approximation (2.8) danslaquelle
, 2(Dnyr) estestim@epar l'aire d'un rectangle de basel,;; et de hauteur [0;Y}, ]:

GJ Xn an?r
“Kn = e(Xn;r)k—': (2.11)
r=1 n
L'estimateur de la fronti gre s'§crit donc
Xn ye
)= Knlxn) (2.12)
r=1 n

et ne n§cessitepas la connaissancede c. L'inconvgnient de ce type d'estimateurs provient du fait
que Yy, =k, estun estimateur de, 2(Dy; ) biais® inf§rieurement commele montre le d§veloppemert
suivant : ]
EY”D;r’- (Dnir) i 1+ounﬂ'
kn 5 2 n,r | nc k# ’

§tabli dans[76], Lemme 2, dansle casou f estune fonction C?, et sousles conditions n = o(k?2) et
kn = o(n=logn). Il est cependart possiblede r&duire ce biais en modi ant I'estimateur (2.11) de
fason p §liminer le facteur 1=(nc) :

. Xn Yo +7Z
a2 = e (Xpy )L 1,
Kn (=1 kn

(2.13)
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Ol Z, estla variable al§atoire d§ nie par
Zn= — Zﬁ;r; (2.14)

avecZy, = minfYj; (X;;Y;) 2 Dp; g. Cette correction de biais estjusti ®epar le fait queZy, =k, a
un comportement symétrique p Y\, =k,. L'estimateur de la fronti gre correspondart est alors

Xn Yo+ Z
2 = Knlxn) = —
n

r=1

(2.15)

Lesestimateurs(2.12) et (2.15) s'8crivent commedesconmbinaisonslin§airesdesvaleursextrémesde
Nn. Leurs propri§t®s asymptotiques d8pendent en grande partie du comportement descoezxcients
de cette combinaison lin§aire et donc du noyau de Dirichlet de la base utilis §e. Deux cas trgs
di®Brents ont §t§ envisadfis: les basesC!? et la basede Haar. Dans cesdeux situations on pose

1=2
Kn

Y (X) = e

K 3=2(x;x): (2.16)

Bases Cl. Cette situation est §tudifeen dtails dans [76]. En particulier, la normalit§ asympto-
tique de (¥4 (X)) 2(FE ()i E[FT ()] et (% (X)) 2FR2(x)i f (X)) est@tablie px 2 [0;1] X § sous
diversesconditions sur le noyau de Dirichlet ([76], thommes2 & 3). Cette situation est illustr §e
avec la basetrigonom®trique dont le noyau de Dirichlet est donn§ par

—sin(1+ b)¥%x i y)
Kn(Xy) == sin%x;j vy)
1+ b, sinon:

Six 6y,

Les conditions de corvergencese r@&crivent alors simplemert en fonction dessuites (k) et (by).

Base de Haar. Cecasestpr@sen®dans[75].La basede Haar estd§ nie g partir d'une subdivision

dyadique fJ-g- 1 de [0;1]. Pour chaqueertier naturel °, l'intervalle J- est d§ ni par
o PPt "
To20iloail

og p et g sort lesertiers dgtermin§sde manigre unique par = 2%+ p et0- p < 2%l La
basede Haar est d§ nie par:

= If[0lg e =27 (Ifdpgi 1fdpug); ., L
Le nombre de termes dans le d§wveloppemen def sur la baseest nfcessairemenune puissancede

deux: hy + 1= 2%, P 2 N, et onimposede plus ky = °n (b, + 1), °n 2 N de sorte que la partition
d® nie par lesfln, g soit un ratnement de celle assaieaux fJ-g. Ainsi, pour tout ~ - hp, J- est
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et on a cardR(n;’) = °,. Souscesconditions et si x 2 J-, les coexcients pond@rart les valeurs
extrémesdans les estimateurs (2.12) et (2.15) sort donn§s par

Kin (X ) = _(t))n i i:nroi:Rm |

L'estimateur f",ﬁ" estalorstout simplemen la moyennearithm §tique de °, valeursextrémes.Lorsque
°n = 1, l'estimateur f’\;‘ se rduit p l'estimateur de Ge®rqy f’}f rappel® (2.1). Dans ce cadre,
et sous certaines conditions sur la suite (k,), nous avons montr§ [75], Th§omme 4 que f"ﬁf (x)
corvenablemen normalis§ corverge en loi p x 2 [0;1] x & vers une loi de Weibull des valeurs
extrémesde fonction de r@partition H,; 1 d& nie en (1.1). Par cortre, lorsque®, ! 1, on retrouve
une comportement analoguep celui apparaissan avec les basesC?!. La normalit§ asymptotique de
F )T (x) i EFy ()] et (& () 1 ?(x) i f(x)) estBtablie px 2 [0;1] X § dans [75],
th@omprmes5 & 7 avec¥;' (x) introduit en(2.16). En n, nousavonsmontr § la normalit § asymptotique
de l'erreur L entre I'estimateur de Haar et la vraie frontigre dl(f’\;jr ;f) dansle casou N, estun

processusde Poisson[68]:
Th §orgme 2.2.1 Supmsonsf ®lipschitzienne (0< ® - 1). Si k, = o(n=logn), n = o(h}*®) et
kn = o(hn-2) alors 3 h
nc
= dl(f/\r‘?r f)i E
n

Notons que ce r@sultat englobe les deux cas opposis®, = 1 (estimateur de Ge®rg) et ° ! 1.
En renforeart,les condifions sur la suite (hy), la corvergence(2.17) est consere si on remplace

I'esp@ranceE dl(f",'j' ;f) par ka=(nc), voir [68], Th§omme1l.

»
du(f¥:f) 14 N(0;1): (2.17)

2.2.1.2 Cas d'une base non-orthogonale

L'exemple de la basede Faber-Shauderest §tudi® dansla thpsede Laurent Gardes[55], Chapitre 1.
La basede Faber-Shauderest d§ nie p partir de la subdivision dyadiquefJ-g 1 de[0;1] intro duite
dans le paragraphe prédidert. Les fonctions qui la composert sort corntinueset sort donn§espar

g 1(x) = 1fx 2 [0;1]g;  eo(x) = xIfx 2 [0;1]g;

et pour ~ ., 1par
.3 - [Vl

e(x)=2% xj qu;l 1fx2J>g9i Xij

1‘[ 5
p+i :
W IfX2J2‘+1g .

Les suites () et (k,) sort d& nies de la m&me manigre que pour l'estimateur de Haar. L'estima-
teur f’}e obtenu s'§crit encoresousla forme (2.15) ou I'expression du noyau est donn§e par [53],
Proposition 1. Suivant les ordres de grandeur respectifs de (b,) et (kp), la direncef",ﬁG x)i f(x)
convenablemen normalis§econvergeen loi versune loi desvaleursextrémes(voir [53], Th§ommeb5)
ou vers une loi normale certr §er@duite (voir [53], Th§omme?7).

2.2.2 Estimation par la m@thode du noyau

Les travaux d$crits dans ce paragraphe ont §t§ men§s en collaboration avec Pierre Jacob et sort
d®crits dans[78]. Par soucide comparaisonavecle cadre (a), nousavonspodgc= 1=, (D) de sorte
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que E(Nh(D)) = n. Formellemen, I'estimateur de la fronti gre basg sur la m§thode du noyau est
senblable g (2.12). Il s'§crit

Xn y o
00 = Ka(Xi xmr) (2.18)
r=1 n
ou K, estd® ni par
Kn(t) = iKHLﬂ' t2 R:
" hy hn '

(hn) d@signeune suite de r§elspositifs tendant vers 0 parfois appel§efenetre de lissageet K estun
noyau de Parzen-Roseblatt. Nous avons §galemen introduit Y, une version de cet estimateur
corrig@edu biais,

Xn Yo 4+ 70
f/\rfe;z(x) = Kn(Xi Xn;r)%i
r=1 n

O\, contrairement g (2.14), la correction de biais d§ nie par

1 X
nij knr

YD

n;r ’

=1

ne fait appel gu'a desobsenations situ§esau voisinagede la frontigre. La normalit§ asymptotique
A X 2]0;1[ X @ de (%) Lo (x) i E[fXe(x)] et (34°)i L(F{?(x) | f(x)) est8@tablie pour

=2 HZ T

kl
4 K2(t)dt (2.19)

nchi? R
et sous diversesconditions sur le noyau K, la r§gularit§ de la fonction f et les suites (k,) et
(hp), voir th@ommes3 & 5. La corvergenceen loi n'a lieu ici que sur l'int§rieur de l'intervalle
[0;1]. De méme, f¥° ne corverge uniform@mert vers f que sur les compacts de ]0;1[, voir par
exemple[78], Th§omme 1 ou ThEomme 2. Ce mauvais comportement desestimateurs g noyau sur
les bords de l'intervalle d'estimation est bien connu, il a §t§ $galemem constat§ dans la pratique.
Des m@thodes de sym@trisation des donnfesont §t§ proposfesa n de pallier ceslimitations. Par
exemple,l'application de la technique dcrite dans[25] g f¥*2 conduit g I'estimateur suivant:

. X Mys 47,1
200 = (Kn(i Xor) + Kn(x+ ) + Kn(CH X i 2)) —5—
r=1

Les propri§t#sasymptotiques de Y2 sur les compactsde ]0;1[ peuvent alors étre §tenduesp fye:3
sur l'intervalle [0;1].

2.2.3 Estimation par la m$§tho de du noyau g&n@ralis

Lestravaux pr@sen@sici sort issusd'une collaboration avec Ludovic Menneteau (Univ ersit§ Mont-
pellier 2). La famille d'estimateurs proposge[79] englobe les estimateurs f'\ﬁr et f’}‘fe, tout en o®rart
un cadre g8§n@ral pour construire de nouveaux estimateurs de la frontipref .



28 Chapitre 2. Estimation de frontigre

2.2.3.1 Cadre de I'@tude

Nous nous plasonsdans le cas (b) le plus g@niral ou le support s'§crit

D=f(xy):x2E;0- vy - f(x)g; (2.20)

une partition quelconquede E. D'autre part, N, est un processusde Poissonde mesuremoyenne
nc® - | lp,, d@signan la mesurede Lebesguesur R, et © une mesure absolumert cortinue par
rapport p la mesurede Lebesguesur RY. Nous intro duisonsla famille d'estimateurs

¥n
5K (x) = N 69) A (2.21)
r=1

OU %nr = (Inyr) et -y : E! R estun noyau génralis sur lequel quelquesconditions serort
impodgespar la suite. On note my,; = infff (x);Xx 2 InygetMp, = supff (x);x 2 Iy, 0. La version
de (2.21) corrig§edu biais est

Yo H 1
¢ 2(x) = O (x) 1+ Ni A (2.22)

r=1 nr

Cette correction est motiv§e par la remarque que, conditionnellemert g N, Y, a approxima-
tivemert la mémeloi que le maximum de Ny, variables al§atoires ind§pendartes et distribu §es
uniform®mert sur [0;my. ], voir [79], Lemme 1. La correction de biais est e®ect@eindgpendammern
sur chaquecellule Dy, de la partition de faeon p etre adapte p desmesures® quelconques.

2.2.3.2 Comp ortemen t asymptotique

On introduit AX | oo
“n(x) = R() X 2E;
r=1
le noyau g&nralis normalisg wn, (X) = - nr (X)='n(X), ainsi que °, = minf°,; 1 - r - kpg et

¢nh=maxtMpy i mpr;1- r- Kyg. Leshypothpsessort alors les suivantes:

(H1)k,! 1 etn°,! 1 quandn! 1.

(H2)0<m- M < +1 et# = maxy r. k, ®nr (Mnyr i Mpyr) = o(1=n).

Il existe F 2 E tel que:

(H:3) Pour tout (x1;:::;Xp) %2 F, il existe une matrice de covariance 8 (x,;::x,) = [¥4Xi;Xj)]1 ij - p
de RP telle que pour tout 1- i,j - p,

Xn
Whir (Xi)Wnr (Xj) ! ¥Xi5Xj) quandn! 1 :
r=1

(H:4) Pour tout x 2 F,
1ma>|§ Wnyr (X)j! Oquandn! 1:
. r. n
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(H:5) Pour tout x 2

=R |
O e (X)Mpyr i F(X)== 0 'nr(]X)

Pl T

quandn! 1:
1

(H:6) Pour tout x 2 F,
¥n

q
11

i ¢
JWher (X)] max'(nin)2;¢n;n°nexp(i mnc®,) ! Oquandn! 1:
r=1

Les hypothpses(H:1){(H :4) sort dgdifesau cortrdle de I'estimateur certr® {2 %(x) i E[f " %(x)].

La condition (H:1) impose que le nombre moyen de points dans chaque cellule D, tende vers
l'inni. (H:2) assureque la fonction f ne s'annule pas et que le nombre moyen de points dans D

au-dessusde my,, corvergevers 0. Le couple de conditions (H:1) et (H:2) implique la corvergence
uniforme de l'oscillation def surly, versO: maxf(Mpy i Mpyr);1- r- kog! Oquandn! 1.

L'hypothpse(H:3) est d§difeaux aspects multidimensionnels de la convergenceenloi. (H:4) impose
aux coexcients -, (x) de la combinaison lin®aire (2.22) d'étre tous approximativemert du méme
ordre a n d'obtenir un comportemen asymptotique gaussien.Le couple de conditions (H:5) et
(H:6) est dgdi® au cortrdle du biais E[f 5" ;Z(X)] i f(x) defasonp cequ'il reste n§gligeabledevant

I'@cart-type de I'estimateur

(%) = '”n(é():

Sousceshypothpses,on a la convergenceen loi suivante:

(S/GK(X ))I 1 fl\GK 2(XJ)I f(XJ) 1 J - p ! N(O.§(X1;:::;Xp))

Op N (038 (x,;:::1%,)) €stla loi normale sur RP centr§e et de matrice de covariance 8§ (y; ... Xp)-

Dans ce r@sultat, le coexcient de normalisation ¥ d$pend de la constarte ¢ supposge inconnue.
Nous avons montr & qu'il est possiblede la remplacer par I'estimateur suivant
¥n © %n M 17
e = Np:r Nnyr 1+
r=1 r=1

jol
Yn;r

n;r

sansmodi er la convergencedu Th§omme2.2.2.

2.2.3.3 Exemples

Lien avec les estimateurs existan ts.

{ On seplacedansle casopd = 1,* = , E = [0;1] et fl, g est une partition r&guligre de
[0;1] de sorte que °n,r = 1=ky. En choisissan -y (X) = Kn(X;Xnr) OH Xy €stle certre de I, et
K » estun noyau de Dirichlet ass@i§ g une baseorthogonale, I'estimateur 5% 2 est un estimateur
de type projection similaire g f¥"2 mais avec une correction de biais di®grerte. L'application du
Th@omme2.2.2@ l'estimateur ainsi obtenu dansle casdesbasesC*! et de la basede Haar permet de
retrouver lesr@sultats de normalit § asymptotique §tablis dans[76], Th§omme3 et [75], Th§omme7,
avec le mémecoexcient de normalisation ¥§* = %".
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{ Dans le méme cadre que prédidemmern, mais en considgrarnt
M
1 Xi Xnir
e (X)) = —K —————
e () = -
avec K un noyau de Parzen-Roseblatt et h, une fenetre de lissage, I'estimateur f’}?K 2 ast un
estimateur de type noyau similaire p f¥°2 mais avec une correction de biais di®rerte. L'applica-
tion du Th§omme 2.2.2 g l'estimateur ainsi obtenu permet de retrouver les r§sultats de normalit
asymptotique $tablis dans[78], Th&orme5 avec le méme coetcient de normalisation ¥§% = ¥°.
{ En'n, dansle cadredcrit paragraphe2.2.3.1,et quand la mesure® estinconnue, I'estimateur
suivant de la fronti gre peut etre considgr§:

Xn H 1 1
e 3(x) = P (X)) 1+ N Yor:
r=1 nr
2.+ ®tant un estimateur de °y,. On remarque alors que, si - o, estle noyau de Dirichlet assci p
une baseorthogonale, le choix )
A 1 1
% =Npr nc 1+ — Y
Nn:r '
conduit g ¢ S = f’\,ﬂs introduit initialement dans [90] lorsqued = 1,* = |, E = [0;1], fI g est
une partition r@guligre de [0;1] et dont I'expressionest rappel§een (2.10).

Intro duction de nouv eaux estimateurs.

{ Par soucide simplicit&, on seplacedansle casopd= 1,* = |, E = [0;1] et fl g estune
partition r@guliprede[0;1] de sorteque®,, = 1=k,. Il estpossibled'exhiber dansla famille (2.22) un
nouveautype d'estimateurs par projection. Pour cela, il sutt dansla d§ nition (2.7) descoezcients
de projection sur la base,de remplacerf (t) sur l'intervalle I, par I'estimateur Y, (1+ N,iwl). On

obtient alors %o A< !y . q
K, = e(t)dt 1+ N Yo (2.23)

r=1 I nir

La di®frenceentre les estimations (2.13) et (2.23), outre la correction de biais, r§sidedans le fait
que la seconded'entre ellesne reposepas sur I'approximation de la valeur moyennede e sur I
par e (Xn;r). Ce nouvel estimateur s'§crit alors

Xn Az ;v 1
fl\Pr'3 - . 1 a .
n(x) = Kn(tx)dt 1+ N Yor s
r=1 In;r n;r
il entre dansla famille (2.22) en posan
1 z z
i (X) = 5— Kn(t;x)dt = ky Kn(t;x)dt;

nr |n;r II’];I’

ou K, dgsignele noyau de Dirichlet assci§ g la base orthogonale. Nous avons §tabli dans [79],
Corollaire 3, que dans le cas du noyau de Dirichlet assxi§ g la basetrigopnom@trique, la vitesse
dansla corvergenceen loi de f} 3 @tait supBrieure p celle de de )’ 2,
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{ La construction de nhouveauxestimateursg noyau multidimensionnels entre §galemem aisgmen

dans le cadre du paragraphe2.2.3.1.PosonsE = [0:1]9, d2 N, ° = 4 la mesureq5: Lebesguesur

E, etintroduisonsfln, : 1- r - k,gla partition r@guliprede E d§ nie par |, = jdzl Jn;r;j avec

. niry) = 1=k%:d, de sorte que °y; = 1=k, pour tout 1- r - k,. On note toujours x,, le certre

considgrer I'estimateur g noyau multidimensionnel d§ ni par

z M 1
1 1 Xit
nr(X) = o— —K !
n;r

hd h dt;

|n;r

op K : R9!1 R* estun noyau de Parzen-Roseblatt multidimensionnel et (h,) est une suite de
r@els positifs tendant vers 0. Les hypothpses(H:1){(H :6) sort vE&ri §essous certaines hypothpses
sur le noyau K , lessuites(ky) et (hy), voir [79], Corollaire 2. On obtient alors une vitessede I'ordre

den' ®@d dansla corvergenceen loi en dimensiond pour une fronti gre ®-Lipschitzienne.

2.2.4 llustration sur simulations

A titre d'illustration, nous avons simul§ dans le cadre (b) simpli  un processusde Poissonde
paramptre d'intensit® nc = 800 et de support d§ ni par la fonction frontigre

¢a
f(x) = [0:1+ sin(¥x)] L1i 0:5exp'i 64(x i 0:5)% :

pour x 2 [0;1]. La partition de l'intervalle [0;1] comporte k, = 32 de mémelongueur. Dans le casde
I'estimateur p noyau (paragraphe 2.2.2), le paramgtre de lissageest h,, = 0:025. Dans le casdeses-
timateurs de Haar, trigonom#triques (paragraphe 2.2.1.1) et de Faber-Shauder(paragraphe2.2.1.2)
b, = 15termessort utilis §sdansle d§veloppemert def . Lesr§sultats sort présen®sFigure 2.1 op
les estimateurs sort superposBsg la vraie fronti gre. Les th§ommesde normalit § asymptotiques sort
utilis §s pour tracer desintervalles de con ance ponctuels p 90% pour f (x) en 50 points di®§rerts.

2.3 Estimation par programmation lin §aire

Lestravaux d§crits ici sort mensen collaboration avecGuillaume Bouchard (INRIA Rhbne-Alpes),
Anatoli louditski (Universit§ Grenoble 1) et Alexander Nazin (Institute of Control SciencesMos-
cou) [13, 14].

Le princip e d'estimation propos® dans ce paragraphe ne requiert pas de partition du support D.
Ce point estimportant dansla pratique car le choix de la partition I, r = 1;:::;k, et doncde la
suite (kn) estun problgmeouvert en ce qui concernetous les estimateurs du paragraphe2.2. Dans

ind®&pendarts et uniform®&men distribu®ssur le support D = f(x;y) :x2 [0;1]; 0- vy - f(X)o:
Par commadit §, nous consid§ronsl'extension de f sur tout R en posart f (x) = 0 six 2 [0;1].

2.3.1 Construction de l'estimateur

L'estimateur propo? s'inspre dans la famille suivante

> ) _ X . . ) —hi —h Y-
f’?]’ (x) = Kn(X i X|)® ; Kn(t) = han (t_hn)’ (2.24)
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1.08 1.08
0.96 - 0.96 -
0.84 - 0.84 -
0.72 o 0.72 o
0.60 - 0.60 -

0.48 0.48

1.08 - 1.08 -

0.96 -| 0.96 -|
084 -| 084 -|
0.72 o 0.72 o
0.60 -| 0.60 -|
0.48 -
0.36 -|

0.24

(©) (d)

Fig. 2.1{ Superposition du processusponctuel simul§, de la fonction f p estimer (ligne continue)
et desquatre di®grents estimations (tir ets) obtenuesaver l'estimateur de Haar (a), Faker-Shauder
(b), trigonom@trique (c) et g noyau (d). Dans chaquecas, les lignes verticales reprsentent les
intervalles de con ance ponctuels p 90%
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ol K estun noyau de Parzen-Roseblatt r§elet h, est une fenetre de lissage.Formellemen, cette
famille est similaire p celle desestimateurs g noyau (2.18). Cependart, I'expressiond§ nissant T",‘iL
fait a priori intervenir tous les points de |'§dantillon. En pratique, seulsles points (X;;Y;) pour
lesquels® 6 0 interviennent dans l'estimation. De tels points sort appel§s\v ecteurssupport" par
analogieavecles Supprt Vector Machines (SVM). Nous renvoyons g [26] pour une synthgsesur ce
sujet et p [113, Chapitre 8 pour desexemplesd'application des SVM g l'estimation de quartiles.

régularit® p I'estimateur. Nous reviendrons sur ce point plus tard. En remarquart que la surface
du support estim§
Dn=f(xy):x2[01];0- y - fi(x)g; (2.25)

est donn§e par 7

X
frrx)dx= ®; (2.26)
R

i=1

mation lin®aire suivant :

m(én 11® (2.27)

sousles cortraintes
AR, Y (2.28)
®, O (2.29)

Les notations suivantes sort adoptes 1 ="' (1;1;:::;1) 2 R", A = (K (X i Xi)q. i n et
Y =t (Yy;:::;Yn). Ainsi A® =t (FFH(X1);:::5f7 (X)), et la cortrainte (2.28) se traduit par

au support (2.25) contenant tous les points de N, et de surface minimale. En g&n@ral, la solution
du problgmede programmation lin§aire est parsimonieusedans le sensou le nombre de coexcients
® non nuls est faible pour desvaleurs mod§r§esde hy.

2.3.2 Lien avec d'autres m@tho des

Estimateur du maxim um de vraisem blance. L'estimateur obtenu commesolution du problgme
de programmation lin§aire (2.27){(2.29) peut &tre considir§ comme l'estimateur du maximum de
vraisemblance dans la famille de fonctions (2.24). La densit§ jointe de I'ensenble desobsenations
N, connaissan la frontipref s'§crit:

f (X))

1
P(Nnjf)y= —=2¢———If0- Y- f(Xi)g;
i=1 Ct f(Xi)

R R
ou C; est I'ri_mjre du support D : C¢ = olf (x)dx = g f(x)dx: En remarquart que d'aprgs (2.26):
ijf:m = i”:l ®; la fonction de log-vraisenmblance est donn§e par

X X
logP(N,jff*)=inlog &+ loglfY; - I (Xi)g;
i=1 i=1
et par congquert sa maximisation sur I'ensemnble des paramptres ® positifs est §quivalente au
problpme (2.27){(2.29).
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Estimateurs polynomiaux par morceaux. La famille d'estimateurs (2.3) intro duite dans[96]
est g la fois bagBe sur une partition du support et la r§solution de problpmesde programmation
lin§aire. Sur chaque intervalle I, les coexcients du polyndbme Pp,, sort estim@s par r@solution
d'un problgmed'optimisation lin®aire (2.4) similaire g (2.27){(2.29).

Estimation par la m$§tho de du noyau.  Comme nous I'avons remarqu§, la famille d'estima-
teurs (2.24) estsimilaire p celledesestimateursp noyau (2.18). Cesdernierspeuvert &tre interpr§ts
commereposart sur un estimation descoexcients ® g partir de la partition 1, par
® = EY,{’;rzkn s?9r 21L::5kegs Y = Y,
0 sinon,
alors que pour les estimateurs de type programmation lin®aire, les coexcients ® sort d§termin§s
automatiquemert, c'est g dire sanschoix d'une partition au pr@alable par l'utilisateur.

2.3.3 Propri §t®s asymptotiques

Nous avons§tabli la corvergencepresquesurede la norme L ! desestimateursd§ nis par le problgme
de programmation lin§aire (2.27){(2.29).

Th orpme 2.3.1 Sif est 1-lipschitzienne et sous quelquesconditions sur le noyau K (voir [12],
Th@omme 1), si nh2=logn! 1 quandn! 1, alors

limsup"itdi(ff*f) - C<1 ps
nll

© a
avec " = max hp;(logn)¥¥2=(n2h,) :
Dans cesconditions, la vitesse maximum de corvergenceest
3 .

di(fF-;f) = Op (logn=n)** : (2.30)
Il faut remarquer que cette vitesseest relativemert faible en regard de la vitesseminimax ni 172 at-
teinte par l'estimateur de Ge®rq (2.1). Le r@sultat (2.30) peut cependart etre am§lior§ I8ggrement
en choisissarnt des noyaux K particuliers. Nous donnons dans [12], paragraphe 5.6, un exemple
de noyau permettant d'obtenir une vitesse de l'ordre de (logn=n)'=. L'obtention de vitesses
supBrieures passepar une modi cation de I'estimateur f’}'jL ernvisadfie au paragraphe 2.4 dans le
cadre de nos perspectivesde recherche.

2.4 Perspectiv es

Les deux types d'estimateurs d§crits dans ce chapitre, estimateurs badis sur des partitions et
estimateurs badis sur une optimisation, ouvrent desperspectivesd'ordres di®§rerts.

{ L'estimateur g noyau g§n@ralisk multidimensionnel d§ ni au paragraphe2.2.3.3 est I'estima-
teur le plus prometteur dans I®a famille des estimateurs badfs sur des partitions car il b&n§ cie
d'une vitessede l'ordre de n' ®4d en dimensiond pour une fronti gre ®-Lipschitzienne. Sur un plan
th®orique, il seraitint§ressan d'§tablir sesvitessesde corvergenceennormel; etL; pourlescom-
parer aux vitessesminimax. Il est probable que les vitessesoptimales soiert atteintes p un facteur
logarithmique prps. Il serait alors n§cessaired'§tudier dans quelle mesurela technique de preuve
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utilis §e dans le casde I'estimateur de Haar [68] peut &tre adapt®e, puis d'employer la m§thode de
Ge®rq [60] a n de passerdu cadre des processusde Poissong celui de I'§cantillon. Sur un plan
pratique, il est ncessairad'§tudier les performancesde cet estimateur sur simulations.

{ L'estimateur T’\,‘jL ne constitue que le premier pas vers la d§ nition d'estimateurs de frontigre
performants sur la basede m#&thodes d'optimisation. La premigre modi cation ernvisagie est I'in-
corportation dans le problgme d'optimisation lin®aire (2.27){(2.29) d'une cortrainte de Lispsditz
sur I'estimateur. Cela doit permettre, au prix d'une complexit algorithmique plus importante,
d'am@liorer sensiblemen les vitessesobtenues au paragraphe 2.3.3. L'extension de cet estimateur
au cas multiv ari§ doit §galemen etre r@alisfe. En n, il me parait §galemen int§ressan d'§tudier
la loi asymptotique de ce type d'estimateurs d§ nis par des problpmesd'optimisation. Pour cela,
I'@tude de travaux connexes[95, 83] est indispensable.

Les deux familles d'estimateurs n§cessiteh §galemen des recherches communes. Dans les deux
cas, il est ncessairede d§ nir une proc®dure de choix adaptative du paramptre de lissageh, ne
d®gradart pasles performancesasymptotiques de I'estimateur. Une piste pourrait &tre |'utilisation

de m$thodes de type Lepski [98]. Ces deux familles d'estimateurs doivent aussietre adapt§esau
cas ol la densit$ de points n'est pas uniforme et s'annule au voisinage de la fonction frontigre.
Les m@thodes p d@velopper dans ce cas sornt issuesde la th§orie des valeurs extrémeset passen
par I'estimation d'un indice desvaleurs extrémesd§crivant la vitessede d§croissancale la densit
versO0 [64, 6]. Cette direction de recherche \Estimation de quartiles extrémesconditionnels” rejoint
alors les travaux de thpsede Laurent Gardes[55], Chapitre 4, ainsi que les m§thodes d'estimation
de quartiles extré@meset de quartiles conditionnels exposesaux chapitres 1 & 4 de ce m§moire.
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Chapitre

2. Estimation de frontigre
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Chapitre 3

R®duction de dimension et analyse
d'images

L'analyse d'images est un champ d'application privil g des m§thodesde r§duction de dimen-
sion. Une imagede M £ M pixels en niveaux de gris peut en e®eteétre repr§sen$e par un vecteur
de RP avecp = M 2. Mémepour destailles dimages raisonnables,on obtient desdonn§esdans des
espacede trgs grande dimension. L'analyse en composartes principales (ACP) est alors un outil
g®nBralemert excace pour r&duire la dimension de cesdonn§es[103, 119]. Toutefois, méme des
d@formations tr gs simples ertre imagespeuvent setraduire par desfortes non lin®arit§s dans RP,
diminuant ainsi de beaucoupl'excacit § de I'A CP. Cette remarque nous a conduit g introduire les
modglesauto-assaiatifs permettant de construire de nouvellesm$thodesde réduction de dimension
non-lin§aires.Cesmodplessort présen®sdans un cadre ggniral paragraphe 3.1 et leur application
g I'analyse d'images est illustr §e paragraphe 3.2.

3.1 Les modgles auto-asso ciatifs

L'A CP [91] est une m§thode courammert utilis §e pour la r@duction de dimension en analyse des
donn§es.Elle b§n§ cie de plusieurs interpr§tations:

{ Etant donn®un ensenble de points de RP, et pour un ertier 0- d - p, I'A CP construit le sous-
espaceatne de dimension d approchant au mieux les points au sensde la distance euclidienne.
Partant de ce point de vue gBonfitrique, de nombreux auteurs ont proposg des extensionsnon-
linBairesde cette m§thode. Les approches de type courbes ou surfacesprincipales [84] font partie
de cette famille de m#thodes.

{ L'ACP peut §galemen etre interpr§t§e en termes de poursuite de projection [88, 92]. Elle
recherche le sous-espaceatne de dimension d maximisant la variance projet®§e. Un algorithme
de type poursuite de projection permettant de r@aliser I'A CP it§rativemert est présen$§ dans le
paragraphe 3.1.1. L'introduction de critpres autres que la variance permet de d§ nir autant de
m$thodesd'exploration desdonn§es[44, 106].Danslesapprochesdetype ACPVI-Spline (analyseen
composartes principales de variablesinstrumentales[40]) et ACP curvilin §aire[10], I'in tro duction de
transformations non-lin§airesdes coordonn§espermet de consener un critgre de variance projet§e
sur les donn@estransform@es.

{ Enn, il est §galemen possibled'assaier un modple probabiliste gaussienp I'ACP [118], le
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sous-espacazne §tant alorsobtenu par maximisation d'une vraisemblance. Cette approche permet

d'obtenir d'autres m$thodesde r&duction de dimension en considérant des modglesnon-gaussiens,
par exempledes modgplesde m&lange.

Construire une I'A CP non-lin§aire est donc un problgme ditcile si I'on ne souhaite pas perdre

sestrois interpr$tations. Ainsi, la construction d'un modgle probabiliste satisfaisant est souvent

impossiblesansspici er la loi desobsenations. La m§thode ainsi construite est alors ad hoc et de

peud'utilit §en pratigue. De plus, l'introduction d'une non-lin§arit§ peut fait perdrel'in terpr§tation

gBonfitrique du modgle construit. Les notions de variables principales, de directions principales,

d'inertie expliqugeet r@siduellese ginralisert alors malaisgmert. La non-lin§arit§ du modgle pose
figalemen les problgmesde I'existence, unicit§ et calculabilit§ d'un estimateur du modgle.

Dansle paragraphe3.1.2,nousd® nissonslesmodplesauto-assaiatifs (AA), candidatspla g&n@rali-

sation de I'A CP. Les modglesAA ont t& intro duits initialement du point de vue ggonfitrique dans
le cadre de ma thpse[65] dirig®e par Bernard Chalmond (Univ ersit§ de Cergy-Pontoise) et Jean-
Marc Dinten (LETI/CEA). Cesmodplesreposert sur I'approximation du nuage des obsenations

par une vari§t® di€§rertiable [71]. Nous montrons dansle paragraphe 3.1.3que cesmodpglespeuvent

figalemen etre interpr §tfscommedesmodglesde poursuite de projection en r§gressionf45] adapt@s
au cas auto-assaiatif. De ce fait, nous proposonsun algorithme de mise en %uvre aisge. Deux

exemplesde modplesparticuliers sort prsen®s paragraphe 3.1.4. Les aspects de mise en ¥uvre

sort §wvoquls paragraphe 3.1.5. Ces travaux ont §t® r@aligs en collaboration avec Serge lovle®
(Universit§ Lille 1) et sort publi§sdans[74].

3.1.1 Exemple de l'analyse en comp osantes principales

Soit X estun vecteur al§atoire de RP posqdart un momert du secondordre. Il peut sed§composer
en une somme de d variables al§atoires non corr§l§es (variables principales) et d'un r§sidu en
appliquant de manigreit §rative les®tapes[A] (recherche d'Axes), [P] (Projection), [R] (R§gression)
et [M] (Mise g jour) suivantes:

Algorithme 3.1.1
{ Pourj =0, onposeR?= X i E[X].
{ Pourj=1.:::d: .
_ h @ - @
[A] D&terminer & = arg rr;axE xRl 1 s.c.kxk=1et xak =0/1- k< j.
X
[P] CalculerY; = a&;RIi 1| .
ho | _ ®

[R] Déterminer b = argmin E °RIi 1j Yix°% sc. xa =1,
2RP J
X

(on trouveb = @) puis posers (Y;) = Y;b.
[M] Calculer Rl = RIi 1 si(Y;).

Lesvecteursa sort appel@esdirections r§\glatrices, lesvariables al§atoiresY; variables principales,
les fonctions s fonctions de r@gression,et les vecteurs alfatoires R/ rsidus. L' §tape [A] consiste
g rechercher un axe privil g perpendiculaire aux pr&diderts, qui maximise un certain critgre: ici
la variance projet®e. L'§tape [P] est une projection des r&sidussur l'axe trouv§ pour d§terminer
les variables principales, I'tape [R] consistep chercher la meilleure fonction lin§aire des variables
principales qui approche les r@sidus.L'§tape [M] est une mise g jour desr@sidus.
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LesmodglesAA ftendert l'algorithme pr&didert en considirant des$tapes|[A] et [R] plus g§rfrales.
Pour I'§tape [A], nous considronsun certain nombre d'autres crit gresissusde la poursuite de pro-
jection correspondant p desobjectifs di®§rerts. Nous ervisageonsl' §tape [R] commeun problgme
de rgressionpouvant etre abord§ par des outils de type splines ou estimateurs g noyaux. Nous
montrons que ce type de gBniralisation de I'ACP permet de consener sesprincipales propri§tés
th®oriques(construction d'un modgle exact, d§croissancalesrgsidus,...) ou de les§tendre (approxi-
mation desr@alisationsde X non plus par un sous-espac@tne mais par une vari§t® di®grertiable).

3.1.2 D@ nition des modpgles auto-asso ciatifs

D@ niton  3.1.1 Une application F : RP ! RP est dite auto-asseiative de dimension d, s'il
existe d vecteurs orthonorm@saJ & dfonctions g : R! RP v@riant Py s = Ige et Py £8 = 0,
1- k<j:- douPy(x)= a;x, telsque

3 ’ 1 3
d i 1 ¢_@a K
F= lppj S*tPy it lgpj S P = Ire j S" + P

k=d

Les vecteurs @ sont appel®s les directions r§v8latrices, les fonctions s! sont appelesles fonctions
de rgressionet on §crit F 2 Ad.

Par la suite, le signe produit repr@sertera le produit de composition. Un modgle auto-assaiatif
de dimension d est donc d&termin§ par d fonctions de r&gressionet d directions r§vglatrices. On
montre (voir [70], Lemme 2) que les modglesauto-assaiatifs additifs d§ nis ci-dessoussort un cas
particulier des modglesauto-assaiatifs.

D® nition 3.1.2 Une application F : RP ! RP estdite auto-asseiative additive de dimension d,
s'il existed vecteursorthonor_mgs@ etdfonctionssl : R! RPVEriant Py+s = Igp etPysl = 0,
1- k<j: douPy(x)= a;x, telsque

F=Igrej SkiPakZ
k=1
D'autre part, un modple auto-assciatif estdit lin§aire si lesfonctions de r§gressionsort lin§aires.
Le lemme suivant est §tabli dans [66].

Lemme 3.1.1 Soit F 2 Ag;s, et suppsonsqueles s, j = 1;::::d soient C! de R dans RP.
L' ®quation F (x) = 0 d& nit alors une sous-varit di®®rentiable de dimension d.

Ce r@sultat est essetiel puisqu'il permet de ggn@raliser I'in terpr§tation ggonfitrique de 'ACP:
I'approximation de nuagesde points par un sous-espaceectoriel.

D@ nition 3.1.3 Soit X un vecteur alatoire de RP de carr§ int§grable. On dit que X VBrie

un vecteur al§atoire centr§.

Donnons deux exemplesde modglesauto-assaiatifs triviaux :

1. Tout X satisfait un modgle AA de dimension 0. Il suxt de choisir F = Igp, * = E[X] et
"= X i E[X]. On aalors Var[k" k2] = Var[kX k2].
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2. X satisfait toujours §gglemen un modgle AA de dimensionp. DanscecasF = 0,! = 0 et
" = 0 conduisert g Var k'k?® = 0.

Dans la pratique, il s'agit de r§aliser un cgmprgmis ertrg, ces deux extrémesen construisart un
modple de dimensiond ¢, p et tel que Var k" k? ¢ Var kXk® . Par exemple,dans le casou X
posgde une matrice de variance-caovariance § de rang d, il satisfait un modgle AA additif lin§aire

aux valeurs propres non nulles. Les choix

at 3 ’
F(x) = lre i Pgca€ (x);
k=d

1 = E[X]et" = 0p.s.d§ nissert un modgle auto-assaiatif additif lin§aire pour X :

xd D E
X = E[X]+ a“X i E[X] & ps: (3.1)
k=1

Il s'agit de la d§composition de X obtenue par ACP, commeil seravu dans le Corollaire 3.1.2.
Enn, si X v@ri e un modgle auto-assaiatif additif, on a

X=1+ s ax +m (3.2)
k=1

ce qui est une forme parfois proposie dans les approches de type r§seauxde neurones(voir par
exemple[93] ou le Perceptron Multicouches[24]) a n de g§nraliser le modple (3.1). Les limites de
cette extensionsort §voqu#esau paragraphe3.1.4.1.

D@ nition 3.1.4 On dit qu'un ensembleS(R;RP) de fonctions mesurblesde R dans RP est ad-
missi@e s'il estun sous-ensemblderm® de L, et s'il vBri e la condition suivante:

< 8a2 RPtelque kak=1; s2 S(R;RP)) sij hasia2 S(R;RP)
(R): 8b2RP s2 S(R;RP)) s+ b2 S(R;RP)

' Irb2 S(R;RP):

La condition (R) s'interprgte comme une invariance par projection et par translation. Un choix
possiblede S(R;RP) est I'ensenble des fonctions atnes de R dans RP. Cet exemple est présen$
dansle paragraphe3.1.4.1.

D@ nition 3.1.5 Soit a un vecteur unitaire de RP. Un index | estune fonctionnelle qui asseie p
la projection du vecteur al®atoire X sur a (i.e. ha;Xi) un rel positif.

Un choix de | possibleest | (ha;Xi) = Var[ha;Xi], la variance projet§e. D'autres exemplessont
présen®sau paragraphe3.1.5.2.
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3.1.3 Construction et propri §t@s

suivant;

Algorithme  3.1.2
{ Pourj =0, onpose! = E[X]etR%= X j .
{ Pourj=1;:::.d: ® ®
[A] D&terminer a = argngaxl( xRIT1)sc kxk=1, ax =0;1- k<]j.
X
[P] CalculerY; = & ;RIi 1. n i

[R] Choisir sl 2 argszsr?Fi{an)E *RITL; s(Yj)°2 s.Cc. Py x5 = I.

[M] Calculer Rl = RIi 1§ $(Y)).

Nous vEri ons Th&omme 3.1.1 que cet algorithme construit un modple auto-assaiatif de dimen-
sion d. De plus, p l'issue de p it&rations il construit une repr@seration exactede X .

L'@tape [R] d®pend fortement du choix de S(R;RP). Deux cas extrémessort §tudifis: le cas oy
S(R;RP) = A(R;RP) I'ensenble desfonctions atnes de R dans RP, dansle paragraphe3.1.4.1et le
casou S(R;RP) = L, dansle paragraphe3.1.4.2.Le choix del'index | estdiscut§paragraphe3.1.5.2.

Th §orpme 3.1.1 L'algorithme 3.1.2 construit un modgle auto-assaiatif de dimension d de direc-

sid= palors" = RP = 0 eton a la déaomposition exacte:

xP
X = E[X]+ s« p:s:
k=1

Cespropri§tfissornt génralesdansle sensoy ellesne d§pendert ni del'index | choisi, ni del'ensenble
de fonctions admissible S(R;RP). Dans le paragraphe 3.1.4 quelques propri§ts compl@mertaires
correspondant g deschoix del et S(R;RP) particuliers sort §tablies. Le corollaire suivant est utile
en pratique pour choisir la dimension d'un modgle.

Corollaire  3.1.1 Soit Qq la fraction d'information reprisenfie par un modgle AA de dimensiond:

= 0 o

o 02?
Q¢=1i E °RY%  /Var[kXK]:
On aalors Qo = 0, Qp = 1 et la suite (Qq) est croissante.

3.1.4 Deux modples particuliers

Nous considgronsdeux casimportants en pratique op il estpossiblede fournir une solution explicite
p I'Gtape [R]: les modples auto-assaiatifs lin§aires et les modples auto-assaiatifs de r@gression.
Cesmodplesh@ritent des propri§t§s §tablies dans le paragraphe pr§didert. Dans chaque cas, nous
complBtonscespropri§tfsgBnBralespar quelquescaract@ristiquespropresp cesdeux casparticuliers.
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3.1.4.1 Les modpgles auto-asso ciatifs lin §aires
Nous nous int®ressonsau casou S(R;RP) = A(R;RP). L'&tape [R] s'§crit

. £ o -
[R] Trouver b = arg min E kRITL; Yixk? ,sc. dix =1,
X

et on obtient comme solution du problgmed'optimisation souscortrainte
b =glitad=taglila) (3.3)
op 8! estla matrice de variance-covariance de R!. On a l'analogue du Th§omgme 3.1.1 suivant :

Th @orpme 3.1.2 L'algorithme 3.1.2 construit un modple auto-asseiatif lin®aire de dimension d
pour X de fonctions de rigressions! (t) = tb'. De plus pour d = p, on a la d§cmposition :

XP
X = E[X]+ Y« pis: (3.4)
k=1

Sur la basede ce r@sultat, il est possiblede construire des modgles auto-assaiatifs lin§aires qui
ne soiert pas additifs g partir de I'§tape [R] ainsi d§ nie. On montre §galemen dans le corollaire
suivant que pour une §tape [A] bien cho@ie, on re£t[ouve Ie@godplelin&aire et additif de I'ACP.
Corollaire  3.1.2 Sideplusl( x;R/i 1) = var x;RIi 1 | alors l'algorithme 3.1.2 e®etue une
ACP de X . En particulier, pour d= p, on a

xXP

X = E[X]+ Y pis:

k=1
ave Yy = X i E[X] ;ak®et ak est le vecteur propre de la matrice de covariance de X assai® g
la kpme plus grande valeur propre.

Nous avons §galemen prouv@ un r§sultat r@ciproque ([70], Th§omme 1): le seul modple auto-
assaiatif additif estcelui deI'A CP. Ce r@sultat limite considgrablemer I'in t§rét desmodglesauto-
assaiatifs additifs tels que (3.2).

3.1.4.2 Les modples auto-asso ciatifs de r@gression

Nous considirons dsgrmaisle gas op S(R;RP) = L,. Dans ce cas, I'&tape [R] posgde une solution
explicite: s/ (Y;) = E Rl 1}y . En e®et, 'espirance conditionnelle gst un projecteur orthogonal
et vBri e la contrainte du problpme d'optimisation puisque a ;Rii 1 = Yj. On a alors le r§sultat
suivant :

Th §orgme 3.1.3 L'algorithme 3.1.2 construit un modgle auto-asseiatif de dimension d. De plus
si d = p alors on a la dgammposition exacte:

x
X = E[X]+ s (Y;); p:s: (3.5)
j=1

Dans la suite cesmodplesserort d@sigrés par modglesauto-assaiatifs de rggression(AAR).
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3.1.5 Mise en %uvre

Le paramptre ! est estim§ par la moyenne empirique. Les deux §tapes cruciales dans l'algo-
rithme 3.1.2sort [A] et [R]: la d&termination de la direction révElatrice et I'estimation dela fonction
de rgression.Le choix de l'index | et de la classede fonctions S(R;RP) d§terminent en e®etp la
fois la nature du modgle obtenu et la complexit® de calcul ass@ie aux problgmesd'optimisation
[A] et [R].

3.1.5.1 Estimation de la fonction de r@&gression

Pour ce problgme on peut remarquer que si S(R;RP) est I'ensenble des fonctions lin§airesde R
dans RP alors il existe une unique solution donn§epar (3.3). Il suxt donc de remplacer dans cette
expression§!i 1 par son estimateur empirique et a par son estimation obtenue p I'§tape [A].

Dans le casdes modplesauto-assaiatifs de rgression,l s'agit d'estimer I'espranceconditionnelle
de RIi 1 sachant Y; . Ce problgme standard peut etre r§solu (par exemple) par une rgressionpar
noyau ou une rggressionspline. Par rapport au problgme classiquede r§gression,nous avons une
cortrainte supplmertaire sur la fonction p estimer. A ['it §ration j, elle doit vErier Py s = I.

l'estimateur g noyau s'§crit dansla baseB! :

. X 1 X
s (u) = Rl Kn(ui Yi) Kn(ui Yij); (3.6)
i=1 i=1
ou R’ll'( 1 repr@serte la kgme coordonn§e du r@sidude l'individu i gla (j i 1)pmeit§ration dansla
baseB!. Yi; repr@serte la valeur de la j gmevariable principale pour l'individu i.

3.1.5.2 D#@termination des directions r@v@latrices

Le choix de lindex | est g la basede tout problgme de poursuite de projection (PP) ou il s'agit
de trouver desdirections \in t§ressartes”. Nous renvoyons g [88, 92] pour des articles de synthpse
sur ce type de problgme. Le sensde l'adjectif \in t§ressates" d8pend du problpme d'analyse des
donn§esconsidir®. Par exemple,Friedman et al [44] ont propodt un index pour faire apparattre des
groupesou utilisent une distance g la normalit§ pour mettre en §videnced'@§ventuelles structures
plus complexesdu nuage de points. Citons §galemen les index d&diis p la recherche de points
aberrants [106].

Dans le cadre des modplesauto-assaiatifs de r§gression,il s'agit de rechercher desdirections qui
param@trent au mieux la vari§t® quel'on cherche p estimer. Dans ce cadre, Demartines [30] propose
un index qui favorise les directions dans lesquellesla projection consene approximativemen les
distances.Nous donnonsdeux exemplesd'index favorisant lesdirections danslesquelleda structure
de voisinageest respectfe par projection.

Premier index. L'index suivant comptabilise le nombre de points qui sort plus prochesvoisins
dans RP et le sort encoreaprgsprojection. Il estintroduit dans[66]. A I'it §ration j, il s'§crit:
. ® XX n . .0 nD . E D = ko
| xRITL = | RY Lppv RIIT | X;RE! Y ppy xR (3.7)
i=k "6k
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ou "ppVv" estl'abr@viation de "plus proche voisin de". Cet index peut &tre r@crit sousla forme

- @& X Xx . nb E D  Eo
1" xRIT = m.l xREY ppv  xRIY
i=k "6k
Ol m{(\ = IfR{(i ! ppv R 1g sort les coexcients de la matrice de contigu&$ du premier ordre:

M = (m‘k\). Il apparaft que l'index b&n@ cie despropri®t®sd'invariance par translation et §delle
([66], Lemme 3.1) permettant de le placerdansla classel Il d§ nie par Huber [88]. La maximisation
de cet index est un problgme d§licat. Une solution badge sur un algorithme de recuit simul§ est
introduite dans [21]. Nanmoins, cette solution est trgs lourde p mettre en uvre. Une version
simpli §ede l'index (3.7) est alors intro duite.

Second index. Nous proposonsici une approche similaire g celle de Lebart [97] qui consistep
d® nir un coexcient de contigu® dont la minimisation permet de d&plier lesstuctures non lin§aires.
En terme d'index, il s'agit de maximiser en x g I'it §ration j le rapport de formes quadratiques:

- @ xD E'xx D B
xR = x:RI 1 m,. xR i R (3.8)

|
i=1 k=1 "=1

Le num@rateur de (3.8) estla variance projet§edesrsidus,sondg§nominateur reprserte la distance
entre la projection de r§sidus plus proches voisins dans RP. La maximisation de (3.8) doit alors
révBler les directions dans lesquellesla projection pr&sene la structure de voisinage du premier
ordre. La direction r@vBlatrice a est donn§e par le vecteur propre assai g la plus petite valeur
propre de la matrice \/j?\/ji Lop

il i1 il il
V7 = mi (R RIEH(RE i R
k=1 =1
est proportionnelle g la matrice de covariance locale. La matrice
X .
= tpli 1plil
Vi = R’ "Ry
k=1

estproportionnelle gla matrice de covarianceempirique deRIi 1. \/J-i ! d@signesoninverseg@nralisg,

Notons que cette approche est §quivalente g celle de Lebart lorsquela matrice de cortiguA$§ M; est
sym@trique. Dans la pratique, les approches(3.7) et (3.8) donnert desr@sultats comparables.

3.2 Application en analyse d'images

Nous pr&serons deux exemplesd'application desm$thodesde r§duction de dimension prgdidenes
en analysed'images.
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3.2.1 Reconstruction g partir d'une seule pro jection radiographique

L'objectif g&n@ral de la reconstruction d'images est de d§terminer une image tridimensionnelle de
la structure interne d'un objet p partir de projections radiographiquesbidimensionnellesde celui-ci.
Le champ d'application le plus connu de cetype de probl§matique est la m§decine,mais l'industrie

en fait §galemen partie avec le contrvle non destructif. C'est dans ce contexte que se situent nos
travaux en collaboration avec Bernard Chalmond (Univ ersit§ de Cergy-Pontoise) et Jean-Marc
Dinten (LETI/CEA). Plus pr&cigmert, nous nous plasonsdans le casop les cadencesde contrdle
en ligne imposen la prise d'une seuleradiographie, la reconstruction devant alors &tre men§e g
partir d'une seule projection. Il s'agit d'un problgme inverse mal pos§ qui ne peut etre r§solu
sanslintroduction de fortes informations a priori sur la g§onfitrie de I'objet g reconstruire. Nous
pr@sertions dansla suite une dgmarche permettant de construire un modpgle a priori d'objet °exible

(dans le sensou un objet n'est pas ncessairemende g@onfitrie g®e)p partir d'un jeu d'exemples
de sesvariations de forme. Ce modgle est destin§ p etre utilis§ dans une proc§dure d'estimation

bay$siennede I'objet.

Mo dple de la pro jection de I'ob jet. L'objet g reconstruire est mod§lisg§ par un cylindre
g®nBralish, c'est p dire un volume caract®ris® par une courbe axiale et une courbe ferm@ed§crivant le
contour dessectionstransverseg4]. Nousnousrestreignonsg dessectionstransversesrectangulaires.
Ce modgle trps simple d'objet (voir gure 3.1a) conduit p une repr@sernation de sa projection
radiographique par une surfaced'§quation

Ya 9l I

AM) = f(xp)exp i Kq lfl?xl\:)k

avec Kq = 29log2 et oy M est un point dans le plan (Oxy) de I'image, H est le point le plus
prochede M sur la surfaceS d'§quationy = * (x) dansR? et xy sonabscissesur cette surface(voir
“gure 3.1b). La fonction * d€crit la projection de la courbe axiale du cylindre g&nralish. La fonction
f dcrit la section de la surface (3.9) par S, et la fonction ~ la largeur g mi-hauteur des sections
transverses.Le paramptre g > 0 quanti e le °ou induit par le systamed'acquisition radiographique.

En r§sun®, la projection radiographique est ertigremen d§crite par les trois fonctions !, * et f .
Leurs graphessort appels courbes caractristiques.

s

(3.9)

(a) Modgle de I'objet (b) Modple de la projection

Fig. 3.1{ Mod§lisation de I'objet par un cylindre ginralis§ et de sa projection radiographique par
une surface.
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Appren tissage des d®formations de la pro jection de Il'ob jet. Il s'agit de mod§liser les
d&formations de la projection de l'objet p partir d'un ensenble d'obsenations de celles-ci.Compte-
tenu du formalisme du paragraphepr@didert, il suxt de mod§liserlesdgformationsdestrois courbes
caract@ristiqgues. Considgrons par exemplela courbe d§crite par la fonction f . On supposeque I'on

fi=t(f il; o :fip). On obtient alors un ensenble de n vecteursde RP, pouvant &tre interpr §t§ comme
la r@alisation d'un vecteur al§atoire X lorsquelescourbessort discrtisfessur un mémeintervalle.
L'apprentissage des d§formations de la projection est alors ramen§ g la construction d'un modple
auto-assaiatif d§crite au paragraphe 3.1. Dans la suite, nous supposonsque le vecteur al§atoire
X estgaussienjusti ant l'utilisation de modplesauto-assaiatifs lin§airesconstruits par ACP. Les
limitations de cette hypothpsesort illustr §esdans [69] par I'in tro duction d'un d&calagesimul§ par
translation dans I'§cantillon form® par les fonctions discrtis§es. D'aprps le Corollaire 3.1.2, on
obtient un modgle lin§aire p d paramptres des d§formations de la courbe caractgristique:

xd
Yy Yg) =+ YK
k=1

kpme mode de dgformation (ou mode propre) de la courbe caractristique et peut b§n§ cier d'une
interpr §tation physique (torsion, §longation, ...). Le paramgtre d est choisi p I'aide de la fraction
d'information repr§senie,voir Corollaire 3.1.1. En accord avec I'hypothpsede normalit® de X, les
lois desparamptres de dgformation sort mod&lisgespar deslois normalescertr §eset ind§pendartes:
Y » N (0;, k).

Exemple en contr’ole non destructif. Le princip e de mod§lisation d$crit ci-dessusa §t§ mis
en %uvre dans le cadre du contrdle non destructif de souduresde circuits imprim §s[73]. A partir

d'une imageradiographique de circuits imprim §ssoudgs, il estn§cessairale construire uneimagede
la soudureseule.Le problgmeest donc le suivant : entout point M de la projection radiographique
As d'une patte de composart soudg, on cherche g distinguer la projection radiogrpahique de la
soudure As de celle de la patte du composart A, sahant que Aps(M) = Ay(M) + A¢(M). Dans
cet objectif, on mod§lise la projection radiographique d'une patte de composart par (3.9). Cette
mod@lisation est valide pour les pattes de type Gull-Wing considires.Les variations de ggonfitrie
de cette projection (duesaux tol§rancesde fabrication et aux d§formations possiblesd'une patte de
composarn) sort apprisessur une based'imagesde composarts non-soudgs.Le modgle param@trique
ainsi obtenu fournit un modple a priori pour A, permettant son identi cation g partir de la seule
obsenation de Ays grace g une dgmarde bay$siennenon d€crite ici. On pourra sereporter g [20],
Chapitre 12 pour plus de d$tails. Disposart alors de I'estimation A\p on en d&duit imm®&diatemert
une estimation As de As par soustraction, et il est§galemen possiblede reconstruire la g§onftrie
tridimensionnelle de la patte de composart. Un exemplede r§sultats est prsen® gure 3.2.

3.2.2 Repr@sentation de bases d'images

Nous pr@serions deux exemplesde repr@setiation de basesd'images extraits de [21].
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(@) (b) (©)

Fig. 3.2 { Reprsentation desimages en surfaces de niveaux de gris: (a) patte soudfe Ay, (b)
estimation A\p correspndant p la patte seule, (c) estimation A assciep la soudue.

Images de synth pse. Nous®tudionsici une basede 45imagesdetaille 256€ 256issuede 'archive
du Centre For Intelligent Systems,Faculty of Human Sciencesand Faculty of Tednology, University
of Plymouth. Il s'agit d'images d'un objet de synthpsevu sous di®®rerts angles d'§lvation et
d'azimuth. Un extrait de la baseest reprsen$ gure 3.3.

(9)

Fig. 3.3 { Extrait de la base d'images de synthase. (a) image r§frenae, (b-e) rotation utilisant
l'angle d'§@vation, (f-i) rotation utilisant I'angle d'azimuth.

(h)

Chaqueimage est reprisetiie par un vecteur de dimension M 2 = 256, On obtient donc un nuage
de n = 45 points en dimension 65536. Cependart, par un simple changemen de repgre, on se
ramgne p un ensenble de points en dimension p = 44. Notre but est de comparer les résultats de
mod@§lisation obtenus par ACP et par lesmodglesAAR intro duits au paragraphe3.1.4.2.11 appareft
gu'un modple AAR dedimensiond = 1 permet derepr§serter plus de Q; = 96%de l'information. A
titre de comparaison,un modgle lin®aire construit par ACP doit &tre de dimension4 pour atteindre
cepourcertage. De plus, le coudedansla courbe repr§serant la suite (Qq)q. o ass@ifeaux modgles
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Fig. 3.4{ Repriisentationde la projection de la vari§t® de dimension 1 et du nuagede points dans
le repare form® par les trois premiers axesprincipaux.

Fig. 3.5{ Simulation de 4 imagespar le modgle AAR de dimension 1. La variable Y; est simul§e
uniform®&ment sur l'interval le [min Yq;;; max Yq;].
| |

AAR senble indiquer que d = 1 est un choix correct de dimension de modgle. La projection de la
varit® correspondante dans I'espaceform® par les trois premiers axes principaux est reprisente
“gure 3.4 0y elle estsuperpodiep la projection du nuagede points. Modgliserce nuagede points par
une vari§t® de bidimensionnelle a §galemen un senspuisque lesimagessort ggnrgespar rotation
de l'objet dans deux directions orthogonales.

Il estint®ressan de noter que la variable principale Y; assxife au modgle AAR de dimension 1
estinterpr§table. Elle correspond p I'angle de rotation d'§l§vation. Pour s'en corvaincre, il suxt de
simuler desr@alisationsuniformes de cette variable et de repriserter lesimagesainsi simul§esavec
le modple AAR de dimension1 (‘gure 3.5). La variable Y, n'est pas aussiais§mert interpr§table.
Pour cette raison, le modgle AAR de dimension 1 senble pr§frable.

Images r@elles. Une expBrimentation similaire est meneg partir d'une basede 400imagesde
taille 112£ 92 issuedu Olivetti and Oracle Researt Laboratory. Il s'agit dimages de visagesde
40 individus. L'A CP demandeun modgle de dimension 210 pour obtenir les m&émesperformances
d'approximation d'un modple AAR de dimension 89. A dimension §gale (a 89), 'A CP conduit g
une erreur relative par pixel de 35% corntre 20%les modglesAAR. Cecicetraduit visuellemen sur
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lesvisages( gure 3.6). Par ACP, on obtient uniqguemert la forme globale du visageavec disparition
des principaux traits caract§ristigues. Avec les modples AAR, les yeux et la bouche, primitiv es
souwvent utilis §espar les m§thodes de reconnaissancale visage, sornt beaucoupmieux reconstruits.

Fig. 3.6 { Reprsentation de 5 imagesdi®grentesdu mémeindividu (premigre ligne) par le modgle
AAR (secondeligne) et par ACP (dernigre ligne).

3.3 Perspectiv es

Lestravaux d§crits dansce chapitre trouvent une partie de leurs prolongemeris dansle cadred'une

ACI \massede donn§es"impliquant en particulier le projet LEAR (apprentissageet reconnaissance
en vision par ordinateur) de I'INRIA Rhbne-Alpes. Dans ce méme cortexte, je co-encadredepuis

octobre 2003 avec Cordelia Sdmid (LEAR) la thpsede Charles Bouveyron sur le theme\Mo dples
statistiques pour la s§lection et l'organisation de descripteurs d'images". Nous nous proposons
d'@tudier les problpmesparticuliers podgspar l'utilisation desm$thodesde r§duction de dimension

en analysed'images.Ainsi, la mod@lisation d'une image par un vecteur de RP proposteen intro duc-

tion n'est pas satisfaisarte car ne prenant pas en compte la notion de proximit § entre pixels. Une

solution ernvisageableest de ne pas travailler sur les pixels eux-mémes, mais sur des descripteurs

extraits de l'image. Dans les deux cas, il estindispensabled'adapter la m§thode de r§duction de

dimension g la nature spatiale desdonn§es.

Ind§pendammen du contexte de l'analyse d'image, I'§tude des modglesauto-assaiatifs demande
g tre poursuivie. Je projette d'@tudier les propri®t®sasymptotiques desestimateurs mis en ¥auvre

et ainsi de d§ nir un test permettant le choix de la dimensiondu modgle. D'autre part, lesmodgles
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auto-assaiatifs tels qu'ils sort d® nis ici supposer l'existence de directions dans lesquellesla
vari§it® est param@itrable. Cette hypothpselimite le champ d'application de cesmodples.A n de
lever cette limitation, j'envisaged'§tendre la d§ nition de cesmodplesaux vari§t®s param@trables
par descouplesde directions. En n, j'aimerais §galemen $§tendre cesmodplesg la repr§senation
de r@union de vari§t®sa n de pouvoir prendre en compte les distributions de m§lange.



51

Chapitre 4

Estimation de courb es de r&f8rence

De nombreusesexp@rimentations, en particulier dansle cadre d'&tudesbiom@dicales,sort con-
duites pour ®tablir des intervalles de valeurs qui sort prises \normalement" par une variable
dint®rét Y, dans une population cible. Ici, le terme \normalement” fait réfrenceaux valeurs que
I'on est susceptibled'observer avec une probabilit § donne, dans des conditions normales et pour
desindividus typespr@sunfisen bonnesarn$. Cesintervallessort appel§sintervallesde r§frenceet
les valeurs correspondartes valeurs de r§frence.Par exemple,on peut s'int§resserg un intervalle
excluart les 5% d'obsenations les plus grandeset les 5% d'obsenations les plus petites. Ainsi,
la construction d'intervalles de r&frencerepose sur le calcul de quartiles. Par ailleurs, il arrive
réguligremert que, sur la population cible, I'on disposesimultan®mern, avecla variable d'int§rét Y,
d'une information complmeriaire sousla forme d'une covariable X . Trgs souvert, X repr@seie
[“agedu sujet. Pour une valeur donnex de X , on peut construire un intervalle de r§frence.Lorsque
X varie, on obtient alors des\courb es de r§firence" ou plus pr@cimert deshypersurfaces.Dans
cecadre,il estnficessairade travailler avecles quartiles conditionnelsde Y sadant X . Le trac® de
courbesde r@frencesur le nuagedesvaleurs prisespar le couple (X ;Y) pour lessujets de r§frence
donneun r§sun® graphiguetrpsutile et interpr§table lorsquela covariable X estunidimensionnelle.
Ainsi, un individu i repr@sen® par le point (x;;y;) pourra &tre compar® p la population de r§frence.
En d'autres termes, une \anormalit " de cet individu serasuspectfesi ce point sesitue en dessous
de la courbe de r§f§renceinf§rieure ou au dessusde la courbe de r@frencesupirieure. L'estimation
descourbesde r§frencesse poseaussibien dansles domainesbiom$dical et biom#trique, que dans
le domaine industriel. Nos travaux dans le cadre unidimensionnel sort pr&sens paragraphe 4.1.
L'extension au casmultidimensionnel fait I'objet du paragraphe4.2. L'ensenble de I'§tude r§suntie
dans ce chapitre est le fruit d'une collaboration avec Ali Gannoun, J§réme Saracco (Univ ersit§
Montp ellier 2) et Christiane Guinot (CERIES).

4.1 Covariable unidimensionnelle

Nous pr&sertions dans le paragraphe 4.1.1 un extrait de la litt §rature concernan l'estimation des
guartiles conditionnels. Le paragraphe 4.1.2 est consach g la prsenation des estimateurs non
param$§triques desquartiles conditionnels que nousavonsretenus. Un extrait del' §tude comparative
de cesestimateurs sur simulations men§e dans [49] est prsen$ dans le paragraphe 4.1.3. En n,

nous exposonsdans le paragraphe 4.1.4 une application visant p $tablir descourbesde rgfrence,
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en fonction de I"age, des propri§t®s biophysiquesde la peau de femmessur deux zonesdu visage
et une zonede l'avant-bras. L'§tude complgte peut &tre trouv§e dans [48]. Les logiciels d§velopplis
pour mener cette §tude sort d§crits dans [50].

4.1.1 Quantiles conditionnels et courb es de r§f@rence

Le quantile conditionnel d'ordre ® 2]0:5;1[ de Y sadant X = x estd® ni par ge(x) = Fi 1(@jx),
ou F (:jx) d8signela fonction de r§partition conditionnelle deY sadant X = x. Une caractrisation
alternativ e de gg(x) est obtenue sousforme d'un problgpme d'optimisation :

Oe(x) = argmin E[Ya(Y i WjX = x]; (4.1)
2R

OU Y estla fonction d§ nie par Y&(z) = ®zljg.1 y(2)i (1i ®)zl;j1 .0)(2): Pour unevaleur x donnte,
l'intervalle de r§fBrencecontenant 100(2® | 1)% des sujets de r§firenceest ensuite d§ ni par
le(X) = [a; ®(X); ge(X)]: Les courbesde r§ffrencesort alors les ensenbles de points f (x;q1; ®(X)g
et f(X;0e(x)g lorsque x varie. Soit g,.e(x) un estimateur de gg(x) obtenu g partir de I'&dantillon

L'estimateur correspndart de | g(x) estd® ni par | ne(X) = [0h1; o(X); he(X)]: En pratique, pour
obtenir les courbes de r§ffrencep 90%, ® est choisi §gal p 0:95. Trois types d'approches existert
pour l'estimation desquartiles conditionnels.

Appro che param @trique. QuandI'§dantillon estde petite taille, deshypothpseparam@triques
sort habituellement imposfesa n de r&duire le nombre de paramptres p estimer. En particulier,

lorsquela fonction de r@partition conditionnelle est suppodgegaussienneun estimateur du quartile

conditionnel est obtenu g partir d'estimateurs de I'espfiranceet de la variance conditionnelles. Un
modple lin§aire ou polynomial [112] ass@i§ p la m#thode des moindres carr§s est géniralemen
utilis @ pour estimer cesdeux quarntit §s. Cependart cesestimations sort trgs sensiblesaux valeurs
aberrantesde Y. De plus, il peut &tre nficessairade transformer les donnesde d§part dans|'espoir
d'obtenir des r§sidus normalemert distribu §s avec cette nouvelle §celle. L'existence d'une telle
transformation n'est nullement garartie. Il est aussiconnu que les hypothpsesparam@triques sornt
restrictiveset peuvert raremert &tre faites avec certitude [22]. Ainsi, I'approche param@trique peut
etre mal adapt$e p la r§alit$ des donnesen patrticulier biologiques. Des approches semi ou non
param@triques du problgmeont alors §t§ d§wveloppBesa n de pallier cesproblpmesd’hypothpseset
de mod#lisation param@triques.

Appro che semi param $§trique. Les m#thodessemiparam@triques consistent g rechercher une
transformation desvaleursobserngesde la variable Y de fason g lesrendre normalemen distribu §es.
Par exemple,la m§ithode LMS [22] e®ectuela transformation suivante

7 = (YizM (X)) 1,
' L(Xi)S(Xj)

LesfonctionsL, M et S sort estim§essousforme de fonctions splinesrespectivemert par [, M et
8 grace p une m@thode de maximum de vraisenrblance p§nalisge. L'estimateur correspondant du
quarntile ge(x) est alors M (x)(L + £(x)8(x)ze) X o ze est le quartile correspondart de la loi
normale certr §er§duite.
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Appro che non param $trique. De nombreux travaux r@cers ont §t§ menspour I'estimation
non param@triqgue des quarntiles conditionnels. Le point commum p ces m$thodes est de ne pas
n@cessiterd'hypothpsesur la nature de la distribution. A titre d'exemple, une approche robuste
permettant d'obtenir descourbesde r§ffrenceestintroduite dans[86]. Cette m&thode est baggesur
une partition du support de X en intervalles. Pour chaque intervalle, les deux quantiles ge(x) et
t1; ®(x) sort estim§sde fason usuelle.L'ensenble desquartiles estim@sest alors liss§ selonx pour
obtenir les courbesde r&férence.

Les approches non param@trique que nous considéronsici ne n&cessiteh pas de partition du sup-
port de X . De plus, elles sort robustes dans le sensop les courbes de r@frencescalculessort
peu sensiblesp la prsencede points aberrants. Dans la suite, trois m§thodes non param$triques
d'estimation desquartiles conditionnels sort pr&sernges.

4.1.2 M @thodes non param §triques d'estimation des quantiles conditionnels

1{ M@tho de d'estimation par noyau. D® nissons tout d'abord un estimateur non pa-
ram@trique de la fonction de r§partition conditionnelle de Y sadant X = x, poury 2 R:

o Myix! e My x ! (4.2)
hn '
La fonction K, appelfe noyau, est d'int§grale §galep un. Le paramptre h, permet de contrdler
le lissageappliqu® aux donnBes.Il est alors naturel d'estimer le quartile conditionnel gg(X) par
go:n(X) = Fi 1(®x). Les propri®t§s asymptotiques de cet estimateur sort §tablies en particulier
dans[47].

2{ M 8tho de de la constan te locale. La m$thode dite dela constarte locale consistep estimer
la solution du problgme (4.1) par
X Hxi Xiﬂ
the(x) = argmin - Y(Yii a)K ;
' a2R hn

oy h, et K dfisignen la fenttre et le noyau mentionn@s préddemmen. Cette m$thode directe
d'estimation pr§isene en particulier l'avantage d'un bon comportement face aux e®etsde bords
De plus, sousdes conditions g8rrales, la corvergencede cet estimateur est obtenue sans§tudier
pr@alablemen la convergencede I'estimateur de la fonction de r@partition conditionnelle [120].

3{ M @§tho de d'estimation par noyau pro duit. Une versionplus \lisse" de l'estimateur de la
fonction de r§partition conditionnelle d§ nie en (4.2) peut &tre intro duite enremplasant la fonction
indicatrice par une nouvelle densit® sym@trique ! . L'estimateur correspondart, appel§ estimateur
par noyau produit estd§ ni commesuit :
2 (yix) = . "xi Xiﬂ_ Hyiv X KuXi X! ;
i=1 hin

hy. ho.
1n 2:n i=1

ol - estla fonction de r§partition assaifep! . Cet estimateur peut §galemen €tre vu commeune
primitiv e de I'estimateur p noyau de la densit§ conditionnelle. Il en d€coulel'estimateur suivant
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Go:n(X) = Ifri, 1(®jx). Cette approche est attractiv e mais ncessitele choix de deux paramgtres de
lissagehi., et ho.y. Il appareft en pratique que cet estimateur est extrémemen sensibleau choix
de cesdeux paramptres. Les propri§t§sasymptotiques de cet estimateur sort §tablies par exemple
dans[8].

Choix des param ptres de lissage. La qualit® des estimateurs non param@triques bas§s sur
les noyaux est §troitement lie aux choix des paramptres de lissage.Une importante litt §rature
est consacep ce sujet, et en particulier aux m§thodesde s§lection automatique par minimisation
d'un critpre,telles quela validation croisfe.Nous avonsretenu leschoix suivants pour lesdi®grertes
fentresintervenart dans chacun desestimateurs. Pour l'estimateur ég:n(x), une approche d§rive
du critgre de validation crois§e est utilis §e:

0 Z

ho = argmin — fITY; - ygi Fo; i (YIX)g?! (y)dy; (4.3)
j=1

o Fp;; j (jx) estl'estimateur deF (:jx) d§ ni au paragraphe4.1.2mais calcul§ p partir del'§dantillon

Pour les estimateurs é,.0(x) et &,.e(X), une rggleempirique reposart sur I'hypothgsede normalit
de la loi conditionnelle de Y sadant X et proposfe dans [120] est retenue. L'utilisation de telles
reglesempiriquespr@serte l'avantage d'une miseen %uvre simple et rapide. Cependart cet avantage
estacquisau prix d'une perte de ggnralit® due g I'ajout d'une hypothgsede normalit §.

4.1.3 Comparaison sur simulations des trois m$tho des non param §triques

Les trois m#thodes non param@§triques d§crites prédidemmen sort $valu§es dans [49] sur des
donnBessimul§esmais r&alistesau vu del'application sur donn@esr§ellesconsidir§eparagraphe4.1.4.
Plus pr&cigmert, lorsque le choix de la fenetre de I'estimateur est bas® sur des considgrations de
normalit§, son comportemert vis g vis de cette hypothpseest examin§.

Description du modple simul®. Nous considéronsle modgle suivant :

y= 16(x i 0:5)%+ "; (4.4)

[1Re} ng

ou le terme d'erreur " est®galp""j a, avec"" suivant uneloi gammade parampt%esd'&melle, et
de paramptre de forme a. Rappelonsque E["°] = a,, Var['®] = a, 2 et S("°) = 2= a, S d@signan
le coexcient d'asymftrie, ou skewnessDans la suite de la simulation, on choisit a = 1=, 2an de
travailler avec un terme d'erreur de variance unit®. Dans ce cadre particulier, " 2 [j 1=; + 1 [,
I'espBrancede " ®tant §galep 1=, , le terme d'erreur " estcertr §. De plus, le coexcient d'asymétrie
estalors®galp 2, . Ainsi, plus , estgrand, plus la distribution deI'erreur est dissynftrique et donc
s'tloignerade la normalit§. Les donnesr@elles§tudiesdans la suite, prsenent, pour la plupart
desvariables d'int§ret, une r@partition du nuagede points du mémetype que, = 1 ou 1l.5dansle
modgle (4.4). Dans le cadre de ce modgle, le quartile conditionnel d'ordre ® s'§crit ici explicitement
sousla forme ge(x) = 16(x | 0:5)%+ q¥ i 1=,; ou ¥ estle quartile d'ordre ® de la loi gammade
paramgtres (; 1=, 2).

Pour chacunedesvaleursde , consid§rfes,N = 50 §dhantillons de taille n = 200sort simul§sselon
le modgle (4.4) avecla covariable X ggnreselonla loi uniforme discrpte surfj=30;j = 0;1;:::;30g.
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Le choix del'uniforme discrpte sejusti e par le fait que, sur lesdonn§esr@ellesgtudi®es,la covariable
estl“age(arrondi g l'ann®e)desindividus. Pour chaque$§dantillon simul§, nousavonsensuite estim§
ge(z), pour z; = j=50; j = 0;1;:::;50, par chacune des trois m§thodes non param@triques. A n

not®e ERM (k) est calcule:

(= - )
_ : Oon(z) i 9(Z)= . _ Aall .
ERM (k) = mdiane = 0(z) =1 =01;:::;50 ;

ou q%‘%(zj ) correspond g l'estimation de gg(z;) obtenue par la m§thode non param$@trique considgre
sur I'@dantillon k.

Exemple de r@sultats. Les distributions des ERM sort prsenessousforme de botes g
moustacesenfonction du degr d'asymftrie du bruit en gure 4.1.La dggradationdesperformances
desestimateurs 2 et 3 avec l'augmentation de I'asym@trie du bruit n'est pas surprenarte, le choix

desfenetres §tant bash sur une hypothpsede normalit§. La d§t®rioration desr@sultats est surtout

sensible pour l'estimation des quartiles d'ordre 5%, c'est g dire pour l'estimation des quartiles

prochesde I'extr 8mit®§ nie (j 1=,) du support de la loi du bruit. Ceux-ci sort globalemen sous-
estim@§s, le plus souwvent situ§sen deeft du support (Goo: 0:.05 < i 1=,). Pour §liminer ce problgme,
la solution consisterait p changer de rggle de choix de largeur de fenétre.

4.1.4 Application p des donn §es ré@elles

Une §tude r@alisgepar le CE.R.I.E.S a §t§ conduite entre novembre 1998et d§cenbre 1999sur n =

322femmesdetype caucasienagiesde 20 p 80 ansprsernant une peauapparemmer saine.Chaque
volontaire a §t§ examinge en atmosphgre conirdl§e. Cette §tude comportait desquestionnairessur
les habitudes de vie, un interrogatoire et un examenm@dical cutan§, ainsi qu'une §valuation des
propri§t®s biophysiques cutan§es. Les propri§t®s biophysiques de la peau incluaient : le taux de
sicition de sBbum (taux instantan® de lipides (1g =m?), la temp@rature cutan§e (exprim§e en
degs Celsius), la perte insensibleen eau (g=m?2h), le pH cutan§, I'hydratation de la peau estim§e
par la capacitanceet la conductance,et la couleur de la peau.La couleur a §t§ exprim@eg l'aide des
trois paramptres luminosit®, coordonn§esde chromacit® rouge/vert et coordonn§esde chromacit®
jaune/bleu. L'@§valuation des parampgtres biophysiques a §t§ e®ecte sur deux zonesdu visage
(front et joue) et sur la face ant@rieure de I'avant-bras gauce, sauf pour le taux de sgbum mesui
uniquemert sur les deux zonesdu visage.

En rsunt, lesvariablesd'int@§ret sort au nombre de 12 sur la faceant®rieure de I'avant-bras gaude
et de 13 sur le front et la joue. La covariable est I"age des volontaires. Les d§tails de cette §tude
sort publi§sdans[48].

41.4.1 Les m@&tho des d'estimation

M §tho de param $trique. La m$thodologie utilis §e pour I'§tablissemen de valeurs de r&frence
desmesuresbiophysiquescutang§esenfonction del“agedessujetsd§coulede cellepropoftedans[112].
Elle comporte six §tapes|®garement modi §esa n de I'adapter aux donn§es.
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Fig. 4.1{ Boftes p moustachespour les di®&rentes erreurs relatives mdianes obtenuesavec les

estimateurs des quantiles conditionnels unidimensionnels.
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M §tho de semi param @triqgue. L'estimateur LMS pr&sen® au paragraphe4.1.1lestcalcul§ grace
g un logiciel spci que §crit par T. J. Cole et P. Green. Ce logiciel nous a §t§ fourni par les auteurs.

M ®tho des non param @triques. La covariable ne prend que des valeurs ertipresallant de 20

approche basiqgueconsistep r§aliserune interpolation lin§aire ertre cesdi®$rerts points. Cependart
les courbesobtenuesavec cette approche prsenent un aspect visuel non\lisse". Ainsi, pour pallier
ce d§faut, nous avons opt® pour un lissagepar la m§thode du noyau de cespoints, le noyau choisi
Btant le noyau gaussienet la fenetre utilis §e§tant obtenue par validation croise.

41.4.2 R@sultats

Nous pr&cisonstout d'abord les crit presutilis §spour accepterou rejeter a posteriori les courbesde
réfrenceobtenues. Puis, nous rEsumonsles r@sultats obtenus par les di®frertes m@thodes. Nous
remarguonsen n que, mémelorsqu'il existe un modgle param@trique et quelescourbesde r&frences
sort acceptes,l'approche non param$trique fonctionne bien.

Crit pre d'acceptabilit & des courb es de r@&f@rences. Les courbesde r&frence(obtenuespar
les m$thodes param@trique, semi param$trigue ou non param@triqgues) sort considgrfes comme
acceptablessi elles satisfort lestrois conditions suivantes:

{ Ellesn'incluent pasde valeursimpossiblespour Y (par exempledesvaleursnulles ou n§gatives
alors que la variable Y ne peut prendre en r&alit® que desvaleurs strictement positives).

{ Elles contiennent le pourcerntage d§si d'individus g savoir 100(28j 1)%.

{ Lesvaleurs individuelles qui setrouvert en dehorsdeslimites descourbesde r§ffrencesort
r§parties de fagon uniforme en fonction de la covariable et aucun regroupemen de valeurs indivi-
duellesn'apparadt.

Synth pse des r@sultats obten us par la m@tho de param $§trique.  Pour un certain nombre
des variables §tudi®es,nous avons pu ®tablir des courbes de r&frenceen fonction de I"age par la
m$thode param@trique. Le tableau 4.1(a) résumelesr§sultats ainsi obtenus. Pr§cisonsque le modgle
param@trique est acceptablelorsqueles r§sidussornt normalemen distribu §s (aprgstransformation
au prgalable des donnessi ncessaire).Si le modple param@trique n'est pas accep#, les courbes
de r@frence ne peuvent alors &tre construites. Il appara®t que la mod§lisation polynomiale est
appropri$e pour 25 variables sur 38. Seules21 courbesde r§frencessort ensuite acceptables.

Synth gse des r§sultats obten us par la m$§tho de semi param §trique.  Lesr@sultats obtenus
par la m§thode LMS sort r§sunfsdansle tableau 4.1(b). Pour la plupart desvariables (34 sur 38)
lescourbesde réfrencesort acceptes.Les4 courbesrestantes ne r@pondert pasau premier critpre.

Synth pse des r@sultats obten us par les m#tho des non param §triqgues. Les courbes de
réfBrenceen fonction de I"age ont §t§ ®tablies avec sucqs pour tous les paramgtres biophysiques
analysispar I'estimateur p noyau (m$thode 1). Pour la presquetotalit § desparamptres, la m§thode
de la constarte locale (m§thode 2) donne des courbes de r@frence acceptables.Par cortre, les
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courbes de r§firence obtenues par la m$thode du noyau produit (m$®thode 3) sort moins satis-
faisartes. I appare’t clairemert que la rpgle empirique pour le choix de hy., est mal adapt§e et
entra®ne des courbes de r§frencesur-lisffes.Pour rem@dier g ce problgme d§ja constat$ sur simu-
lations, d'autres m$§thodes de choix ne reposart pas sur une hypothgsede normalit§ doivent &tre
ernvisages. Le tableau 4.1 risumel'ensenble des r§sultats obtenus avec les trois m§thodes non
param@triques.

Joue | Front | Avant-bras
Nombre de variables 13 13 12
Mé&thade param@trique
Nombre de modplesaccep®s 7 10 8
Nombre de courbesde r§ffrenceaccepies 6 9 6
M&thade semi param@trique
Nombre de courbesde réfrenceaccep®es | 11 [ 11 | 12
M@&thades non param@triques
M@&thode 1: nombre de courbesde r§frenceaccepies| 13 13 12
M#@thode 2: nombre de courbesde r§frenceaccepes| 12 12 12
M@&thode 3: nombre de courbesde r§frenceaccepies| 6 5 3

Tab. 4.1 { R&apitulatif desr@sultats obtenusavec les di®grentes m§thades (m$thade 1: mEthade
d'estimation par noyau, m§thade 2: m§thade de la constante locale, m§thade 3: m@thade d'estima-
tion par noyau produit).

lllustration  graphique. Lorsqu'un modpgle param@trique a pu etre construit et que les courbes
de r§ffrenceont $t§ d§claffesacceptables,les approches semi paramtrique et non paramtrique
donnert des r@sultats senblables. Par exemple, sur la gure 4.2 toutes les courbes de r§frence
obtenuesavec les diversesm$thodes®woluent de fason comparablesur la fourchette d“ages$tudige.
D'autres situations sort examinfesen d$tail dans [48].

4.2 Covariable multidimensionnelle

L'extension formelle desestimateursde quartiles conditionnels p descovariablesde dimensionp > 1
(not®e X dans ce cadre multidimensionnel) ne posepas de problgme.Cependart, la mise en %uvre
des estimateurs sou®redu °®au de la dimension ou curse of dimensionality. Plus g&nralemen,

la raret® des obsenations en grande dimension est un problgme r&currert en estimation non pa-
ram@trique. Ceciapparatt §galemen sur le plan th®orique, la vitessede corvergencedesestimateurs
non param@triquesdiminuant lorsquep augmene. Pour plus de d§tails sur cette question, on pourra
sereporter p[116]. De plus, dans ce casles courbesde r§firencesort en fait un couple d'hypersur-
facesde dimensionp, leur visualisation est dixcile, et ellessort alors moins utiles pour lesanalyses
exploratoires. Il est par exemple d€licat de d§tecter graphiquemert si un individu est normal ou
non.

Notre but estde r§duire la dimensiondu vecteur X sansperte d'information sur la loi conditionnelle
deY sadant X et sansutiliser de modple param@trique. Des®tudessimilaires existernt dansle cadre
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Fig. 4.2 { Exemplesde courbes de r§frence p 90% obtenuesavec la m§thade param@trique (poin-
til 1§s), la m$thade LMS (tir ets) et I'estimateur g noyau, m@thade 1 (ligne continue).

de la r§gression.Par exemple,dans [117], des modglesadditifs sort utilis §spour pallier le °§aude
la dimension. Ici, une m&thode de projection lin§aire est considérfea n de r§duire la dimensiondes
covariables et obtenir un estimateur excace desquartiles conditionnels. La r§duction de dimension
propremert dite est basfesur la m§thode SIR (slice inverse regression introduite dans[99].

Les aspectsth®oriquesli®§sp la réduction de dimension en rgressionainsi que la m&thode SIR sort
pr&sen®sparagraphe4.2.1. Un estimateur semi param@§trique desquartiles conditionnels bad§ sur
cette m§thode est introduit paragraphe 4.2.2. Quelquesr$sultats asymptotiques sort §tablis para-
graphe 4.2.3. Les performancesde I'estimateur propods sort bripvemen illustr §essur simulations
paragraphe4.2.4.En n, dansle paragraphe4.2.5, la m§thode est mise en %wuvre dans le cadre de
I'application d$crite paragraphe4.1. L' §tude complgte est publi§e dans [51].

4.2.1 Aspects th @oriqgues de la r§duction de dimension en r&gression

Dans ce paragraphe, nous introduisons la notion de sous-espacale r§duction de dimension ainsi
gue le princip e de construction d'une basede sous-espacear la m$§thode SIR. Nous insistons sur
les congquencesconcernart I'estimation desquantiles conditionnels.

Sous-espaces de r§duction de dimension. On supposel'existence d'une matrice B de taille
p£ r telle que
F(yjx) = F(yj'Bx); (4.5)

ou F(:j:) est la fonction de r@partition conditionnelle de Y. Une telle matrice existe toujours
puisque (4.5) esttrivialement vraie avecB = |, la matrice identit § de taille p£ p. L'nypothpgse(4.5)
implique que le vecteur des pr§dicteurs X de taille p£ 1 peut etre remplacg par le vecteur 'B X
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de taille r £ 1 sansperte d'information de rgression.Sir < p alors on r§alig$ une r§duction de
dimension. La d§ nition suivante [99] est introduite :

D@ nition 4.2.1 Le sous-espce vectoriel S(B) engend® par les colonnes de B est appel§ un
sous-espce de r§duction de dimension.

La dimensionde S(B) r§walele nombre de composartes lin§airesde X n§cessairepour expliquery .
Lorsque (4.5) est vraie, alors cette propri§t® est encorevraie en remplasart B par tout matrice
dont les colonnesforment une basede S(B). Il estdonc clair que la connaissancedu sous-espacele
réduction de dimension de plus petite dimension fournit la caract§risation de Y sadant X la plus
parcimonieuse.On a alors la d§ nition suivante [23]:

D@ nition 4.2.2 On note Syjx l'unique sous-espce de r&duction de dimension de dimension
minimale, appelf sous-espce central de r@duction de dimension parfois abr§dd esmpoe EDR pour
e®etive dimension reduction subsmce.

Soit d = dim(Syjx), d - r, la dimension de ce sous-espacet la matrice de taille p£ d dont les
colonnesforment une basede Syjx . D'aprgs(4.5), on a alors gg(x) = ge( ' Xx):

D@ nition 4.2.3 La courbe de r@gressioninverse centr§e est I'ensemble
Seixjyy = FEIXjY]i E[X]: Y 2-vg
Ol - v 2 R estl'ensembledesvaleursde Y.

Sous(4.5), on supposeque la loi marginale de X satisfait la condition de lin®arit§ suivante :
£ o]
(LC) : Pourtout b2 RP; E 'oXj!"X estlinBaireen ! X.

Soit § la matrice de covariance de X, supposie d& nie positive. Sous(LC) , il est prouv® [99] que
la courbe de r@gressioninversecertr §e appartient au sous-espacengend® par les colonnesde §
not® S(8 ). On a alors

Seixjy] M S(8 ) = 8Syjx: (4.6)

Soit Z le pr&dicteur X normalis® d§ ni par Z = §1 172(X j E[X]). On montre [23] qu'il estpossible
de serestreindre g travailler sur Z sansperte de ggnralit® puisque tout basede Sy;z peut etre
transform§een une basede Syjx selonle principe Syjx = 8! 1=28sz. Commecongquencede (4.6),
on a la propri§t® [23]:

Prop osition 4.2.1 Sous(LC) , on a Sgzjyj H S(*) = Syjz; avee ~ = §1727.

De plus S(Var[E[Z]Y]]) = Sgzjy; sauf sur un ensemblede mesute nulle.

Le sous-espacecertral de r@duction de dimension peut donc etre estim§ g partir de la courbe
de rgressioninverse Sgjzjy| via I'estimation de la matrice Var[E [ZjY]]. Les m&thodes basgessur
ce principe n'estiment en fait que des parties du sous-espaceertral de r§duction de dimension,
I'@galit® ertre Sgpzjv) et Syjz n'tant pas garartie. Le paragraphesuivant est dgdi# p la m§thode
SIR introduite dans[99] et qui reposesur une estimation non lisse et non param@trique de Sy 7.

La m&tho de SIR. La m$§thode SIR est badie sur un partitionnement desvaleursde Y en un

¥ la version discritise de Y par le d§coupageen tranches. Cette r§gressioninverse se traduit
simplemert par p r@gressionsunidimensionnelles.Soit la matrice M = Var[E[Z]¥]]. On d§duit de
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la Proposition 4.2.1 la s§rie d'inclusions suivante: S(M) = SE[ZJ.?] V1 ngz K Syjz; la dernigre
inclusion §tant une congiquencedu fait que ¥ estune fonction de Y, et donc que Syjz estun sous-

on a la d§composition :

X
M= pym"'mM; (4.7)
h=1

avecpn = P(Y 2 Sp) etm" = E[ZjY 2 Sp]. En supposart d = dim(S(M)), onnotes; , ¢¢¢, sqles

k= 1;::::d. OnaalorsS(M) = S(ul;:::;u¥), etb;:::;b" forment une basede S(7) et sort parfois
appel8esdirections EDR (cf D& nition 4.2.2).

4.2.2 Proc®dure d'estimation

Dans la suite, on note y; la ipme obsenation de la variable r§ponseunidimensionnelleY et x; le

Etap e d'estimation li%e g SIR. Soiert X et § la moyenne et la matrice de covariance empi-

L'estimation de M d€ nie en (4.7) par la m&thode SIR est donn§e par

X
M= p" "
h=1

avec p, = np=n ou np est le nombre d'obsenations dans la hgme tranche et " est le vecteur
obtenu en moyennart lesh dela tranche h. On introduit 8, , ¢¢¢, $§, lesvaleurspropresde M et

est alors un estimateur consistart de S(M ). Dans la pratique, la dimensiond est estimgepar d, le
nombre de valeurs propres que I'on estime non nulles [99].

Lorsquedim(S(")) = d, @ fournit une estimation d'une basede S(") et lesdirections EDR estim@es
f = §i 1220k K = 1;::::d sort une estimation d'une basede I'espaceEDR S( ).

Estimation des quantiles conditionnels. Par soucide simplicit®, on supposepour l'instant
d= 1. On note b= B la direction estimfede Syjx = S(7) et ¢ = Bx la projection des obser-
vations de la covariable sur cette direction, appel@eindice. De fagon similaire p (4.2), on intro duit

X VO |

THE
LAEL RTIV K

X
Falyi B = Fa(yit) = K =

i=1

(4.8)

On d€duit de (4.8) un estimateur de gg(x) par

tho( ') = the(0) = FiH(®] 0); (4.9)
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et les courbesde r§firencesg 100£ (2®; 1)% sort estim§espour ® > 0.5 par

In@(X) = [th;; @(9)ithe (0] = [oh:1; o BX)sohe ()] (4.10)
L'extension de ceprincip e d'estimation au casd > 1 ne posepasde problgme,on travaille alors avec
plusieurs directions EDR §§ = 8i 1720l | j = 1;::::d, plusieursindices (‘B'x;;::::1f¥xi), i = L;:::n

4.2.3 Propri §t®s asymptotiques

Dans le casd = 1, nous avons $tabli la consistancede qn;®(tﬁx) dans [51] sous les hypothpses
suivantes:

(A2) Le noyauK : Rj! R estyne densit® de probabilit § born§etelle que jvjK (v) ! 0 quand
jvil 1, vK(v)dv=0et V2K (v)dv< 1.

(A3) h,! Oetnhp=logn! 1 quandn! 1.

(A4) La densit® de X estcortinue.

(A5) Pourtout x 2 RPety2 R, F(:j 'hx) et F(yj:) sort cortinues.

(A6) Quelsque soiert ®2]0;1[ et x 2 RP, F(:j 'x) a un unique quartile d'ordre ®.

Cette dernigre hypothpsepeut etre §vit§e en utilisant I'in verse ginralis§ pour d& nir le quantile
conditionnel par: ge(x) = inffy : F(yj tx) , ®g. On a lesdeux r@sultats de consistancesuivants.
Th §orpme 4.2.1 Sousles hypothpses(4.5), (LC) , (Al) -(A5) , et pour x x& dansRP, on a

supFa(yj )i F(yjx)F 0
y2R
Si de plus (A6) est VBri Gealors ghe( ) 7 ge(x):

4.2.4 Validation sur simulations

Dans ce paragraphe, les performancesde la m§thode d'estimation proposgesort $valu§essur simu-
lations. En particulier, nouscomparonsnotre estimateur p I'estimateur non param@trique classique
n'incluant pas d'§tape de r§duction de dimension.

M §tho des d'estimation. Nous considgronstrois estimateurs du quartile conditionnel d'ordre
® au point X :

@) qﬁ%(x) = qn;®(tﬁx) est I'estimateur d® ni en (4.9). La direction B est estim$e par la m§thode
SIR et le quantile conditionnel par inversion num@&rique de la fonction de r@partition condi-
tionnelle estim@e (4.8). Le noyau choisi est le noyau gaussienet la largeur de fenetre est
calcul§e par validation croisge.

(b) qﬁ%(x) = ghe(! X) estintroduit uniquemert pour comparaisonavec l'estimateur prédidert.
La direction de projection n'est pas estim§emais x §ep savaleur th§orique.

(© qﬁ%(x) = On.e(X) estl'estimateur non param@trique classiquedesquartiles conditionnels. Il est
calcul eninversart num@riquemert la fonction de r§partition conditionnelle estim§epar (4.2)
en utilisant un noyau multidimensionnel. Nous avons retenu un noyau gaussien,et la largeur
de fenetre est, |p encore,calcule par validation croisge.
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Mo dples simul®s. Nous consid§rons deux modgles.

M1) Y=f(CTX)+",

estun modplede r§gressioraveccommefonction delien f (t) = 1+ exp(2t=3). Le vecteur alg§atoire X
suit la loi normale multidimensionnelle Ny(0;1 ) et la variable alatoire” estnormale certr §e-duite

" » N (0;1) et ind@pendarte de X. Ce modple permet d'§valuer le comportement des estimateurs
enfonction de la dimensionp 2 f3;5;:::;13g. La direction ~ estd§ nie par ' = (pj 1)i ¥[c:i ¢0]

ge(x) = f (Y X) + ze; OH ze estle quartile d'ordre ® de la loi normale certr §e-duite.

(M2) Y = (1i wo(' X)+ ph(X)+ ",

est une modgle de m§langeen dimension p = 3 avec comme fonction de lien g(t) = 1+ 2t=3. Le
paramgtre 1 d§termine I'imp ortance de la contamination du modgle de r§gressionpar la fonction
h(x;y;z) = 2xyz=3. Ce type de modple permet d'§valuer la robustessedes mthodes d'estimation
vis g vis du degt® de cortamination p 2 f0;0:2;:::;1g, et donc de 'hypothpse(4.5). De méme que
préddemmen ! = 2i 1:2[1; i 1;0], X suit la normale muItidimengionnelIg N3(0;l3), " est normal
certr §-rduit " » N (0;1) et indgpendart de X. De plus ona Var g(* X) = Var[h(X)] = letle
quartile conditionnel th§orique s'®crit ge(x) = (L Wo(' x) + ph(x) + ze:

Evaluation des r@sultats. Les trois estimateurs (a), (b) et (c) sort compar§s au quartile
th®oriqguedanslessituations (M1) et (M2) . Pour cela,N = 100®&dantillons detaille n = 200sornt
simul@§s dans chaque situation. Les quartiles conditionnels sort estim@§spour ® = 5% et ® = 95%

hasard suivant une loi uniforme sur [j 3=2;3=2]P. La performance des estimateurs est mesue sur
chacundesN @dantillons par I'erreur quadratigue moyenne:

53 .
1 2
Ef = 5z dB(2)i w(z) ; ouE 2fabicy

Exemple de r@§sultats. Pour une pr@seration exhaustive desr@sultats obtenus, on pourra se
reporter p [51]. La distribution empirique deserreurs Er(,% pour £ 2 fa;b;cget ®2 f0:05,0:959 est

prsen®e gure 4.3. La premigre colonne prserte les r@sultats obtenus sur le modgle (M1) avec
d2 £3;9;13q. Il apparet qu'il n'y pasde di®Erencesigni cativ e entre E,({% et Er(]b@% L'estimation de
la direction ~ par B a peu de congiquencessur la qualit§ de I'estimation des courbes de réfrence,
et ce quelle que soit la dimension. Par cortre, les r§sultats obtenus par les estimateurs (a) et (c)
sort trps di®®rerts. L'estimateur (a) donne de meilleurs r@sultats que I'estimateur sans$tape de
r@duction de dimension (c) . De plus la di€§rences'acceriue avec le nombre p de covariables. Le
°@au de la dimension constitue donc une limitation importante g I'estimateur (c) ce qui rend (a)
particuli premern int§ressah dans de telles situations. La secondecolonne pr§sene les r§sultats
obtenus sur le modgle (M2) avecp 2 f0;0:6;19. Les r&sultats obtenus avecl'estimateur (a) restent
meilleurs ou comparablesavecceuxobtenus par I'estimateur (c) lorsquela contamination ne d§passe
pas 60%. Ce r@sultat est d0 g la robustessede la m§ithode SIR qui donne desestimations correctes
desdirections EDR dans cette plage de valeurs de L.
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Fig. 4.3{ Ba?tes p moustachespour les di®rentes erreurs quadmatiques moyennesobtenuesave:
les estimateurs des quantiles conditionnels multidimensionnels.
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4.2.5 Application p des donn §es ré@elles

Le contexte de cette ®§tude est celui du paragraphe 4.1.4. L' §tude complgte est d§crite dans [51].
Les covariables utilis §esici regroupert I'ensenble des variables d§crites dans le paragraphe 4.1.4
ainsi que la temp@rature et I'numidit § relative de I'environnemen.

Pro c®dure d'estimation. Notons X I'ensenble desp covariableset Y la variable d'int§rét.
{ Etape 1. Le graphe repr&serant I'&bouli des valeurs propres obtenus par la m&thode SIR

une interpr@tation plus aisge. Ainsi, pour chaque indice, une rgressionlin§aire de Hx sur les
covariablesde X est e®ectieavec une sklection forward desvariables baggesur le critgre AIC. On

que les graphes("#x;; '¥x;), i = 1;:::;n ont une structure lin@aire.
{ Etape 3. Les courbes de r@firences(qui sort en fait des hypersurfaceslorsque d > 1) sort
alors calculessur I'ensenble (yi;'®';;:::;'®x;), i = 1;::::n, par l'estimateur p noyau d§crit

paragraphe4.2.2.

R @sultats. A titre d'exemple nous avons choisi comme variable d'int§rét la conductancede la
peau mesutesur l'avant-bras. Les r§sultats de I'analyse montrent que six covariables ertrent dans
le modgle nal : IYage desvolontaires, la temp@rature et I'numidit § relative de I'environnemert, le
pH de la peau, sa capitance et sa perte insensible en eau. Les courbes de r§ffrencesp 90% sort
présen®es gure 4.4. Cesrsultats ont §t§ valid®spar les spcialistesdu CERIES.

4.3 Perspectives

A n de parachever |'§tude de I'estimation desquantiles conditionnels dans le casd'une covariable
multidimensionnelle, il est n§cessairadle compl§ter les r§sultats asymptotiques du paragraphe4.2.3
en §tablissart la corvergenceen loi de qn;®(tﬁx). Cela doit permettre d'appr®cierle gain de vitesse
de convergenceapport® par |'§tape de r§duction de dimension.

Du point de vue applicatif, il serait souhaitable de disposer d'un test permettant de comparer
les espaceEDR obtenus sur deux §chantillons ind®pendarts. Ainsi, il serait possiblede mettre en
parallglelescourbesde r&firencesobtenuessur despopulations di®8rertes. Ce travail a §t@ initi § par
J8roéme Saraccosousla forme d'une proposition de projet de DEA de Biostatistique g I'Univ ersit§
Montp ellier 2. Dans le cadre desd§veloppemerts en cours sur le themede I'estimation de courbes
de r§frence,j'aimerais §galemen citer les travaux de Ali Gannoun, Jrdbme Saraccoet Christiane
Guinot [52] dansle cadre d'une variable d'int§reét Y multidimensionnelle. La r@duction simultan§e
dela dimensionde X et Y estrenduepossiblegracep la m@thode Alternating SIR [100] permettant
de trouver les directions les plus prévisiblesdans I'espacedesvaleursde Y. Le calcul desquartiles
conditionnels multiv ari§srepose,quant g lui, sur le formalisme introduit dans[8].
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KBRAS
40 60 8 100 120 140
1 1 1 1

20
1

First index (step 2)

Fig. 4.4{ Courbesde r&frence p 90% estim§espour la variable KBRAS (conductane mesur§e sur
l'avant-bras) g partir de l'indic e calcul§ par la procBdure d§crite paragraphe4.2.5.
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Chapitre 5

Perspectiv es

Les chapitres pr&diderts re°gptent |'§tat actuel de mesrecherchessur les questionsd'estimation
de quartiles extrémes, de frontigre, et de courbes de r§ffrence ainsi que sur les problgmesde
de r&duction de dimension en analyse d'image. La pr§senation de chacun de cesquatre thpmes
est conclue par mes travaux en cours et les perspectives soulewesdans le domaine de recherche
correspondant. Ce dernier chapitre est d§di§ p la brpve pr@senation d'une nouvelle direction de
recherche, I'§tude des copules,que je souhaite d§velopper dans les annesg venir en raison de ses
applications probables dans mesthgmesde recherche actuels.

5.1 Construction et estimation de copules

J'ai dgbut® rcemmem mon travail sur les copulespar l'introduction d'une nouvelle famille semi-
param@trique, I'§tude de sespropri®ts de d§pendanceet la mise en place d'une proctdure d'esti-
mation dans le cadre d'une collaboration avec C&cile Amblard (Univ ersit§ Grenoble 2).

Rappelons qu'une copule bivari§e (pour simpli er les notations) est une fonction de r@partition
d® nie sur le carr§ unit § et de marginalesuniformes. Pour une pr@seriation exhaustive de la th§orie
des copules, on pourra se reporter g [104. Bripvemen, ['§tude des copules est motiv§e par le
th@omme de Sklar [114] §tablissart que toute fonction de r§partition bivarie H de fonctions de
r@partition marginalesF et G peut s'crire H (x;y) = C(F(x);G(y)) ou C estune copule. L'in t§ret
de cette d§composition r@sidedansle fait quelespropri§t§sde dEpendanceentre lesmarginalessont
entigpremen dgtermin§espar la copule C. Nous avons introduit [1] la famille de copulessuivante :

Cu(u;v) = uv + pA(UWA(V); u2 [i 1;1]; (5.1)

op A estune fonction de [0;1] dansR v@ri ant certainesconditions d§critesdans[2], Th§ommel. La
reprsenation (5.1) o®rel'avantage d'englober di®®rertes familles param@triques existantes [109,
105] tout en les ®§tendart. Les propri®t®s de d§pendancemod§lisBespar les copulesde type (5.1)
sorn §tudifesen d§tails dans [2] et les problpmesli§s g I'estimation de la fonction A sort abord§s
dans|[3].
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5.2 Domaines d'application

La th§orie des copules est d'une grande utilit § pour I'§tudes des valeurs extrémes multiv arifes.
Par exemple,un couple de maxima de variables al§atoires peut etre mod§lisg par une fonction de
r@partition bivari§ede copule

C(u;v) = exp(log(uv)A(log(u)=log(uv))) (5.2)

oy A est une fonction univari§e corvexe, appel§e fonction de d§pendance[108]. L'estimation de
A a %8 largemert $tudi§e, en particulier dans [17]. RBcemmenm, une famille de copulesarchimax
incluant g la fois les copulesde type (5.2) et les copulesarchim@diennes[62] a §t§ intro duite [18].
Plus g8nralemen, I'§tude desvaleurs extrémesmultiv ari§esest un domaine de recherche trgsac-
tif actuellemert et ou de multiples questionsint§ressates se posen. Ainsi, la d§ nition mémede
la notion d'extr&me multiv ari§ est un problgme d§licat et peu de r§sultats existent encoresur ce
themeenregard du casunivari§ présen® au Chapitre 1 et desnombreusesapplications potentielles.
Je projette donc d'aborder les questionsde mod§lisation et d'estimation posfesen statistique des
extrémesmultiv ari§sen m'appuyant sur la th§orie descopules.

J'aimerais §galemen utiliser les copulespour §tendre les travaux du Chapitre 2 p dessupports de
forme plus g§nBrale. L'estimation de r§gionsde grande probabilit § mise en %uvre [3] dans le cas
descopulesde type (5.1) senble &tre un bon point de d§part pour cela.

Lesm@thodesde r§duction de dimensionet d'analysed'image d&critesChapitre 3 peuvent §galemen
b®n@ cier de l'utilisation de la th§orie des copules. Ainsi, il parait int§ressan d'§tudier la forme
de la copule ass@i®ep une fonction auto-assaiative telle qu'elle estintroduite D& nition 3.1.1.Ce
lien permettrait d'§valuer le degr§ de g8rralit$ des modplesauto-assaiatifs. De plus, I'extension
desmodplesactuels p des vari§t®s param@trables par des couplesde directions pourrait §galemen
etre basfe sur l'utilisation de copulesbivaries.En n, dansle cadre de l'application des m§ithodes
de r§duction de dimension g I'analyse d'image, la structure de d§pendancespatiale inh§rerte aux
donn®espourrait &tre mod€lis§e elle aussivia l'utilisation de copules.
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