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R�esum�e : Nous pr�esentons une m�ethodologie bas�ee sur les châ�nes de Markov cach�ees pour
la mod�elisation et l'analyse statistique de courbes de consommation �electrique. Suite �a une
analyse de variance qui permet d'estimer l'e�et sur la log-consommation de facteurs contrôl�es
(mois, jour, heure, type de contrat et puissance maximale souscrite), nous mod�elisons les
r�esidus par une châ�ne de Markov cach�ee. Ensuite, les �etats cach�es sont restaur�es puis in-
terpr�et�es grâce �a un tableau de contingence les mettant en relation avec la consommation
de di��erents appareils �electriques (ou usages) lorsque celle-ci est disponible. Nous montrons
comment cette approche, par l'usage conjoint du tableau de contingence et des �etats cach�es
restaur�es, permet une estimation de la consommation de chaque usage dans le cas o�u elle est
inconnue. La prise en compte d'informations a priori sur la consommation rend cette estima-
tion plus r�ealiste. En�n, nous abordons le probl�eme de la s�election de mod�eles. Les crit�eres
classiques conduisent �a des mod�eles complexes qui rendent tr�es diÆcile l'interpr�etation des
�etats cach�es par leur mise en correspondance avec les usages. Nous pr�esentons et commen-
tons des m�ethodes de s�election alternatives qui tiennent compte de l'objectif de mise en
relation des �etats cach�es et des classes de consommation.
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de mod�eles
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Electric Consumption Curves Analysis by Hidden

Markov Chains

Abstract: We develop an approach based on hidden Markov chains for the modelling and
statistical analysis of electric consumption curves. A preliminary analysis of variance leads
to the estimation of e�ects on �xed factors (month, day, hour, type of contract and maximal
power) on the log-consumption. Then the residuals are modelled with a hidden Markov
chain. The hidden states are restored and interpreted using a contingency table relating the
restored hidden states with the consumption of various electrical devices when available.
We show how the consumption induced by each device can be estimated, from the restored
states and the contingency table. The estimates are made more realistic by taking advantage
of prior information on the consumption. Finally, we deal with model selection issues. The
usual criteria select too complex models, and thus do not help relating hidden state with
the device consumption in a clear way. We present alternative selection methods taking into
account of the pupose of linking hidden states and consumption groups.

Key-words: hidden Markov chains, electric consumption, deconvolution, model selection
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1 Introduction

Cette �etude, r�ealis�ee dans le cadre d'une collaboration entre le d�epartement \client�ele"
de edf-drd Clamart et l'Inria Rhône-Alpes,, a pour objet l'analyse statistique de courbes
de consommation �electrique journali�eres. Il s'agit de d�eterminer les facteurs expliquant les
variations de la consommation, d'estimer la part de la consommation due aux di��erents
appareils �electriques (ou usages) et de comparer les usages entre eux. Le but est �egalement
de disposer de mod�eles stochastiques adapt�es �a la consommation �a des �ns d'analyse, de
simulation et de pr�evision.

L'approche retenue pour la mod�elisation repose sur l'hypoth�ese que la consommation
�electrique d'un foyer s'explique essentiellement par l'existence de p�eriodes homog�enes du
point de vue de la consommation �electrique et qu'�a l'int�erieur de chacune de ces p�eriodes,
les uctuations de la consommation sont dues au hasard. Ce principe conduit �a consid�erer
un mod�ele bas�e sur les châ�nes de Markov cach�ees.

Au pr�ealable, les variations de la consommation �electriques s'expliquent en partie grâce �a
une analyse de variance, qui permet de mettre en �evidence l'e�et de facteurs contrôl�es : mois,
heure, type de contrat et puissance maximale souscrite). Ce sont alors les r�esidus de cette
analyse de variance, interpr�et�es comme l'information non prise en compte par ce mod�ele,
qui sont mod�elis�es par une châ�ne de Markov cach�e.

Les �etats cach�es, dont la succession entrâ�ne l'existence de p�eriodes homog�enes de consom-
mation, sont restaur�es puis interpr�et�es grâce �a un tableau de contingence les mettant en
relation avec la consommation de di��erents appareils �electriques (ou usages) lorsque celle-ci
est disponible. Un objectif de cette �etude est de permettre l'estimation de la consommation
de chaque usage dans le cas o�u elle est inconnue. Nous donnons une m�ethode pour estimer
ces consommations qui utilise le tableau de contingence croisant les �etats cach�es restaur�es et
les usages. Mais, les courbes de consommation estim�ees manquent de r�ealisme, en particulier
�a cause de l'absence, pour certains foyers, d'appareils �electriques connus, et de la non prise
en compte de l'ordre de grandeur des usages. Nous montrons comment la prise en compte
d'informations a priori sur la consommation permet de rendre cette estimation plus r�ealiste.

En�n, nous abordons le probl�eme de la s�election de mod�eles. Les crit�eres classiques
conduisent �a des mod�eles complexes qui rendent tr�es diÆcile l'interpr�etation des �etats cach�es
par leur mise en correspondance avec les usages. C'est pourquoi nous pr�esentons une m�ethode
de s�election privil�egiant la facilit�e d'interpr�etation du mod�ele (i.e. des �etats cach�es), quan-
ti��ee par la mesure de l'�ecart �a l'ind�ependance entre usages et �etats cach�es.

La probl�ematique de l'�etude et la nature des donn�ees sont pr�ecis�ees dans la partie 2.
L'analyse de variance pr�ealable �a la mise en �uvre de ces mod�eles est pr�esent�ee en partie 3.
La partie 4 est d�edi�ee �a la mod�elisation par châ�nes de Markov cach�ees. Les �etats cach�es du
mod�ele sont interpr�et�es par une analyse factorielle des correspondances d�ecrite en partie 5. La
mise en correspondance des usages et des �etats cach�es, �a la base de la m�ethode d'estimation
des usages est pr�esent�ee en partie 6. La s�election de mod�eles est trait�ee en partie 7, elle est
suivie d'une discussion et de remarques de conclusion en partie 8.
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4 Durand, Bozzi, Celeux & Derquenne

2 Donn�ees et probl�ematique

Il s'agit d'exploiter les r�esultats d'une campagne de mesure des principaux usages domes-
tiques de la client�ele r�esidentielle d'edf : le chau�age �electrique (d�esign�e par l'abr�eviation
CHA), l'eau chaude sanitaire (ECS), l'�eclairage halog�ene (H), l'�eclairage non halog�ene (NH),
les autres types d'�eclairage (ECL), le lave-vaisselle (LV), le lave-linge (LL), le s�eche-linge
(SL), la cuisson classique (CUI), les �equipements de t�el�evision et châ�ne hi-� (TVH), les
appareils de r�efrig�eration (FRD), les autres appareils �electriques (AUT). La consommation
totale du logement, tous usages et appareils confondus, est �egalement mesur�ee. Cette cam-
pagne concerne 100 clients dont les usages sont mesur�es sur une ann�ee enti�ere, toutes les dix
minutes.

En r�ealit�e, nous ne disposons pas, pour notre �etude, de ces donn�ees mesur�ees, mais de
donn�ees simul�ees fournies par edf : 856 courbes de charge donnant la consommation totale
journali�ere du logement (une mesure toutes les dix minutes). Ces courbes sont simul�ees de
mani�ere �a respecter les variations de la consommation totale dues au jour de l'ann�ee, �a l'heure
de la journ�ee et au type de tarif, entre autres. Nous disposons �egalement de 444 courbes,
avec une fr�equence des mesures identique, o�u la d�ecomposition par usage est disponible. Il
s'agit de courbes obtenues par ajout de bruit �a des courbes r�eelles. De nombreux relev�es
de consommation sont manquants, aussi bien dans les courbes de consommation totale que
dans celles correspondant aux usages.

Les apports attendus d'un mod�ele statistique pour l'analyse de ces courbes de consom-
mation sont l'�etude des variations de la consommation en fonction de di��erents facteurs
contrôl�es, parmi le mois, le jour de la semaine ou du mois, l'heure, le type de tarif (normal,
nuit ou EJP) et la puissance souscrite. Nous d�esirons aussi r�ealiser l'estimation des usages
quand seule la consommation totale est connue, de même que la pr�evision de la consom-
mation future de logements, et la simulation de sc�enarii de consommation �electrique, d'o�u
l'int�erêt d'un mod�ele stochastique.

Dans ce qui suit, nous nous int�eressons principalement �a l'�etude de facteurs contrôl�es
ayant un e�et sur la consommation �electrique, �a la mod�elisation de cette consommation
par châ�nes de Markov cach�ees et �a la d�ecomposition de la consommation totale suivant
les usages. L'utilisation des châ�nes de Markov cach�ees pr�esente, entre autres avantages,
l'int�erêt de rendre simple la simulation et la pr�evision de la consommation �electrique une
fois les param�etres du mod�ele estim�es.

3 Pr�etraitement des donn�ees

Pr�ealablement, nous e�ectuons une analyse de variance en fonction de di��erents facteurs
contrôl�es. E�ectivement, un mod�ele �a structure cach�ee vise �a mettre en �evidence des e�ets
non mesurables directement �a partir des covariables disponibles. Il est donc important de
travailler orthogonalement aux e�ets contrôl�es. Ainsi, la mod�elisation par châ�nes de Markov
cach�ees doit se faire sur les r�esidus d'un mod�ele valid�e d'analyse de variance. Notons que de
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Analyse de courbes de consommation �electrique par châ�nes de Markov cach�ees 5

la sorte, on consolide l'hypoth�ese de stationnarit�e du processus observ�e (sa non stationnarit�e
implique celle du processus cach�e).

Dans l'analyse de variance, les variables al�eatoires sont suppos�ees gaussiennes. L'histo-
gramme de gauche sur la �gure 1 repr�esente la r�epartition de tous les relev�es de consomma-
tion �electrique globale (Gt)t, tandis que celui de droite repr�esente celle de leur logarithme.
Nous constatons visuellement que l'hypoth�ese d'une loi gaussienne ou de m�elange gaussien
est nettement plus plausible pour les (log(Gt))t que pour les (Gt)t. Cependant, l'assimila-
tion de la courbe des log-consommations �a une loi gaussienne est imparfaite. On peut donc
s'attendre �a ce que les r�esidus de l'analyse de variance ne soient pas r�eductibles �a du bruit
et contiennent en fait de l'information que nous allons mod�eliser par une châ�ne de Markov
cach�ee.
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Fig. 1 { Histogramme des consommations �electriques et leur logarithme.

Les facteurs contrôl�es disponibles sont les suivants : type de contrat (ou tarif) (c), puis-
sance souscrite (p), mois (m), heure du jour (h), jour du mois et jour de la semaine. La
partie concernant la s�election des facteurs et de leurs interactions dans l'analyse de variance
est report�ee dans la partie 7, d�edi�ee �a la s�election de mod�eles. Nos conclusions sont que la
prise en compte des e�ets jour du mois et jour de la semaine contribue �a n'expliquer que
peu de d�eviance par rapport aux autres facteurs contrôl�es ; ces e�ets sont donc ignor�es. En
outre, la prise en compte d'interactions entre facteurs autres que le mois et le tarif n'est
pas pertinente non plus. De plus, les tarifs \nuit" et \EJP" sont regroup�es dans une même
modalit�e de l'e�et c { l'autre modalit�e �etant le tarif \normal".

En d�e�nitive, nous consid�erons le mod�ele suivant d'analyse de variance pour le logarithme
de la consommation �electrique globale Gm;h;p;c;t :

log(Gm;h;p;c;t) = �+ �m + h + Æp + �c + �c;m + "t: (1)

RR n° 4858



6 Durand, Bozzi, Celeux & Derquenne

Les estimateurs des coeÆcients associ�es aux facteurs mois et heure sont repr�esent�es �gure 2.
Par convention, pour chaque e�et contrôl�e, la valeur du param�etre pour la premi�ere modalit�e
est nulle.
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Fig. 2 { Estimateurs de param�etres de l'analyse de variance pour les e�ets dus au mois et
�a l'heure.

Nous proposons ensuite de mod�eliser le processus des ("t)t par une châ�ne de Markov
cach�ee, de sorte que par coh�erence avec les notations usuelles utilis�ees dans la partie 4, le
r�esidu "t est not�e Yt. Dans le mod�ele d'analyse de variance, les r�esidus ("t)t sont suppos�es
ind�ependants et de loi normale de moyenne nulle et de variance �2. L'id�ee pr�esidant �a notre
tentative de mod�elisation est pr�ecis�ement que ces hypoth�eses d'ind�ependance et de normalit�e
ne sont pas v�eri��ees dans le contexte de courbes de consommation �electrique.

4 Mod�elisation

Nous pr�ecisons les hypoth�eses conduisant �a consid�erer des mod�eles de Markov cach�es
puis rappelons les m�ethodes d'inf�erences sp�eci�ques �a ces mod�eles.

4.1 D�e�nition des châ�nes de Markov cach�ees et application �a la

mod�elisation de la consommation

L'id�ee �a l'origine de la mod�elisation de la consommation �electrique par des châ�nes de
Markov cach�ees est que la consommation �electrique d'un logement s'explique essentiellement
par l'existence de p�eriodes homog�enes et qu'�a l'int�erieur de chacune de ces p�eriodes, les uc-
tuations de la consommation sont dues au hasard. Par exemple, pour un m�enage, les p�eriodes
de comportement homog�enes peuvent être interpr�et�ees en termes d'activit�e domestique in-
duisant di��erents niveaux de consommation �electrique : repos, lessive, pr�eparation de repas,

INRIA



Analyse de courbes de consommation �electrique par châ�nes de Markov cach�ees 7

veill�ee avec utilisation de la t�el�evision ou de la châ�ne hi-�, etc. Les transitions entre ces acti-
vit�es sont mod�elis�ees par une châ�ne de Markov. Or nous ne disposons pas d'information sur
l'activit�e des m�enages, c'est pourquoi les valeurs de la châ�ne de Markov sont cach�ees. Du fait
que, dans une p�eriode homog�ene donn�ee, les uctuations de la consommation sont dues au
hasard uniquement, les consommations instantan�ees sont conditionnellement ind�ependantes
sachant l'�etat cach�e et suivent une loi de type connu (par exemple une loi gaussienne).

Pour tout processus (zt)t�1 et tout couple d'entiers (t1; t2) avec t1 � t2, nous d�esignons
la s�equence (zt1 ; : : : ; zt2) par z

t2
t1
. Formellement, le mod�ele est le suivant. La consommation

�electrique est d�ecrite par deux processus : le processus observ�e (Y1; : : : ; Yn) de la consom-
mation �electrique proprement dite, �a valeurs dans R+ et not�e Y n

1 , et un processus cach�e
(S1; : : : ; Sn), �a nombre �ni d'�etats, �a valeurs dans f1; :::;Kg et not�e Sn

1 , qui sont tels que :
{ Sn

1 est une châ�ne de Markov homog�ene, irr�eductible et stationnaire de matrice de

transition P et de distribution stationnaire � = (�1; : : : ; �K) avec �j � 0 et
PK

j=1 �j =
1 ;

{ les Yt sont ind�ependants conditionnellement aux St ;
{ sachant St = j, Yt suit une loi de densit�e f�j appartenant �a une famille param�etr�ee
(f�)�2�.

Il s'ensuit que la loi de Y n
1 est gouvern�ee par une châ�ne de Markov cach�ee. Les param�etres

de ce mod�ele sont not�es � = (�; P; �1; : : : ; �K).
Notons que le choix de la famille (f�)�2� des lois d'�emission, qui mod�elise la nature du

bruit, est important. Nous choisirons une famille gaussienne, de sorte que � = (�; �2) o�u
� repr�esente la moyenne et �2 la variance. Ce choix est justi��e dans la partie 3 par le fait
que les r�esidus Yt sont cens�es être gaussiens, et dans la sous-partie 5.2. De plus, sous les
hypoth�eses ci-dessus, pour chaque t compris entre 1 et n, la loi marginale de Yt est une loi
de m�elange, car sa densit�e est :

fYt(y) =

KX
j=1

�jf�j (y): (2)

4.2 Estimation des param�etres

Nous consid�erons, dans un premier temps, les courbes de charge journali�ere de la consom-
mation �electrique totale, les usages n'�etant pas disponibles. Nous disposons de plusieurs
s�equences de n relev�es de consommation �electrique pour l'estimation des param�etres. Ceux-
ci sont estim�es par maximum de vraisemblance, en utilisant l'algorithme EM pour les châ�nes
de Markov cach�ees dû �a Baum et al., (1970). Cet algorithme it�eratif part d'une valeur initiale
�(0) des param�etres et cr�ee une suite (�(m))m�0 qui converge vers la solution consistante des
�equations de vraisemblance, si �(0) est proche de la solution optimale.

Chaque it�eration de l'algorithme EM consiste �a :
{ calculer la loi conditionnelle de chaque paire d'�etats cach�es cons�ecutifs, sachant les
observations (�etape E) ;

RR n° 4858



8 Durand, Bozzi, Celeux & Derquenne

{ r�eestimer les param�etres en utilisant ces probabilit�es de sorte �a maximiser l'esp�erance
conditionnelle des donn�ees compl�etes, constitu�ees du processus observ�e Y n

1 et du pro-
cessus cach�e Sn1 , sachant Y

n
1 et la valeur courante des param�etres du mod�ele (�etape

M).
L'estimateur obtenu peut d�ependre fortement de la valeur initiale �(0), c'est pourquoi nous
consid�erons trois valeurs initiales tir�ees au hasard et e�ectuons 20 it�erations de l'algorithme
pour chacune d'entre elles. La valeur ayant la vraisemblance maximale est utilis�ee comme
valeur initiale d'une ex�ecution suppl�ementaire de l'algorithme EM, stopp�ee lorsque 10 000
it�erations sont e�ectu�ees ou lorsque la croissance relative de la log-vraisemblance passe en
dessous du seuil 10�6.

Les lois conditionnelles intervenant dans l'�etape E sont calcul�ees par une r�ecursion avant-
arri�ere inspir�ee de celle de Devijver (1985) mais prenant en compte l'existence d'observa-
tions Yt manquantes. Cette r�ecursion a �et�e d�evelopp�ee dans Celeux et Durand (2002) et est
d�etaill�ee dans Durand (2003) dans le contexte de la s�election de mod�eles de Markov cach�es
par demi-�echantillonnage.

Dans le cas de mesures r�eelles de la consommation dans des logements, on peut faire l'hy-
poth�ese que les consommations journali�eres de di��erents logements sont des r�ealisations de
plusieurs mod�eles distincts. Cependant, nous disposons en l'occurrence de courbes simul�ees,
que nous supposons être des r�ealisations mutuellement ind�ependantes d'un même mod�ele.
Nous disposons, pour l'estimation des param�etres, de 856 courbes de longueur 144 (courbes
journali�eres o�u les mesures sont e�ectu�ees avec un pas de temps de dix minutes) et qui sont
suppos�ees ind�ependantes.

5 Interpr�etation des �etats cach�es

Une compr�ehension �ne du mod�ele passe par l'interpr�etation des �etats cach�es. D'une
part, celle-ci permet d'associer un niveau de consommation moyen �a chaque �etat. En outre,
la restauration des �etats cach�es permet d'obtenir des histogrammes re�etant la distribution
empirique conditionnelle de la consommation dans un �etat donn�e. En�n, la mise en corres-
pondance des usages et des �etats cach�es permet leur interpr�etation en termes d'activit�e.

Dans ce qui suit, nous consid�erons un mod�ele de châ�ne de Markov cach�ee �a K = 7 �etats
cach�es. Ce choix est expliqu�e dans la partie 7, d�edi�ee �a la s�election de mod�eles.

5.1 Restauration des �etats cach�es

Les �etats cach�es (ŝt)t les plus probables sont calcul�es pour chaque courbe s�epar�ement
par l'algorithme du Maximum A Posteriori, ou MAP (dit �egalement algorithme de Viterbi,
pour les châ�nes de Markov cach�ees, voir Forney, 1973 ). Cet algorithme d�etermine les �etats
cach�es maximisant la probabilit�e conditionnelle de la châ�ne cach�ee enti�ere, sachant les ob-
servations. La �gure 3 permet la comparaison, pour une courbe donn�ee (courbe num�ero
1), de la consommation �electrique globale (ct)1�t�144 (cadre sup�erieur), son logarithme
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Analyse de courbes de consommation �electrique par châ�nes de Markov cach�ees 9

(log(ct))1�t�144 (cadre du milieu) et les r�esidus (yt)1�t�144, superpos�es aux �etats cach�es
restaur�es par l'algorithme de Viterbi (cadre inf�erieur).
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Fig. 3 { Consommation, log consommation, r�esidus et �etats cach�es pour la courbe num�ero
1. En haut, la consommation �electrique globale ; au milieu, la log-consommation ; en bas, les
r�esidus de l'analyse de variance et les �etats cach�es restaur�es.

Les sept �etats cach�es se distinguent par la valeur de la moyenne et de la variance des lois
conditionnelles gaussiennes. Les moyennes estim�ees (�̂j)1�j�7 sont donn�ees par l'�equation
(3). On peut renommer (C1; : : : ; C7) les indices des �etats cach�es en ordonnant ces derniers
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par valeur d�ecroissante de �̂j .

2
666666664

�̂1
�̂2
�̂3
�̂4
�̂5
�̂6
�̂7

3
777777775
=

2
666666664

�̂C3
�̂C2
�̂C7
�̂C4
�̂C6
�̂C1
�̂C5

3
777777775
�

2
666666664

0; 4
1; 0
�1; 4
0; 1
�0; 7
1; 8
�0; 3

3
777777775

(3)

La variance estim�ee est du même ordre de grandeur pour les di��erents �etats cach�es, �a savoir
d'environ 0,065 sauf pour l'�etat 3 (aussi appel�e C7 et correspondant aux consommations les
plus faibles), o�u elle est trois fois plus �elev�ee. Ainsi, les �etats cach�es sont essentiellement li�es
aux di��erents niveaux de la log-consommation, corrig�ee des variations saisonni�eres et li�ees
au contrat.

5.2 Estimation de la densit�e marginale et des densit�es condition-

nelles

Le nombre d'�etats cach�es peut être vu comme le nombre de composants de la loi marginale
de Yt, puisqu'il s'agit d'une loi de m�elange (voir �equation (2)). Pour appr�ecier visuellement
la qualit�e de l'estimation de cette densit�e marginale, nous superposons dans la �gure 4
l'histogramme des valeurs observ�ees (yt)t avec la densit�e th�eorique en utilisant les param�etres
estim�es.

De plus, la restauration des �etats cach�es permet de tracer l'histogramme des r�esidus yt
dont l'�etat le plus probable est St = k (au sens du MAP). Nous superposons ensuite cet
histogramme �a la densit�e conditionnelle estim�ee de Yt sachant St = k, en l'occurrence la
loi N (�̂k ; �̂

2
k) - voir �gure 5. Nous constatons une bonne co��ncidence entre les deux courbes

pour chacun des �etats cach�es. Ceci tend �a justi�er l'hypoth�ese que les lois d'�emission sont
en e�et log-normales, si l'on consid�ere la consommation �electrique (nous �etudions en r�ealit�e
son logarithme). D'autre part, l'interpr�etation des �etats cach�es en est facilit�ee. En revanche,
une non co��ncidence n'apporte pas d'information sur la qualit�e du mod�ele, car l'algorithme
de Viterbi utilise une proc�edure d'a�ectation par le principe du MAP qui ne respecte pas
n�ecessairement la r�epartition des composants, notamment lorsqu'ils sont peu s�epar�es.

5.3 Mise en correspondance des usages et des �etats cach�es

Nous exposons maintenant comment tirer parti des �etats cach�es restaur�es (ŝt)t et de
la connaissance des usages pour certaines courbes (en nombre R = 444), pour interpr�eter
les �etats cach�es en termes d'usages privil�egi�es. Dans un premier temps, nous utilisons les
donn�ees concernant les usages pour calculer la quantit�e suivante, pour chaque usage u et
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Fig. 4 { Densit�e marginale th�eorique et empirique des r�esidus.
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Fig. 5 { Histogrammes des r�esidus conditionnellement �a l'�etat cach�e le plus probable.

chaque �etat cach�e j :

nju =

RX
r=1

444X
t=1

consoru(t)11fŝt=jg
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o�u consoru(t) repr�esente la consommation �a l'instant t due �a l'usage u, pour la courbe de
num�ero r. La consommation globale, toutes courbes confondues, s'exprime donc par

X
j

X
r

X
t

consoru(t)11fŝt=jg:

On obtient un tableau de contingence (nju) dont les lignes j correspondent aux �etats et les
colonnes u aux usages et pour lequel on peut calculer la statistique D2

n du �2, mesurant
l'�ecart �a l'ind�ependance des douze usages et des K �etats. Nous normalisons cette statistique
par le nombre de degr�es de libert�e, soit 11(K � 1), a�n de nous ramener �a des variables
al�eatoires d'esp�erance unitaire. L'interpr�etation des �etats cach�es par rapport aux usages
passe par une analyse factorielle des correspondances.

L'inertie du nuage des (nju)j;u a un pourcentage de repr�esentation de 99% dans le premier
plan principal de l'analyse des correspondances (�gure 6). Tous les �etats et tous les usages
sauf l'�eclairage non halog�ene NH sont bien repr�esent�es dans ce plan. Les �etats sont situ�es
sur une parabole sur laquelle ils sont ordonn�es, suivant la valeur de la moyenne de leur
loi d'�emission. Il s'agit d'une manifestation de l'e�et Guttman, dû au fait que les �etats
ont une signi�cation quantitative et qu'il existe une relation non lin�eaire entre les deux
axes principaux (au sujet de l'e�et Guttman, voir par exemple Lebart et al., 1995). Les
usages sont pratiquement situ�es sur cette parabole. Ainsi, le premier axe principal est tr�es
fortement li�e �a l'intensit�e de la consommation �electrique et oppose les valeurs maximales
(�etat C1) { associ�ees principalement �a l'eau chaude mais aussi au lave-vaisselle, lave-linge
et s�eche-linge { aux valeurs minimales (�etats C7, C6 et C5) { associ�ees �a la r�efrig�eration.
Le deuxi�eme axe principal oppose les consommations interm�ediaires { li�ees �a l'halog�ene,
qui a un pro�l atypique, et au chau�age { aux consommations extr�emales. Le quadrant
\sud-ouest" correspond essentiellement aux consommations nocturnes o�u la r�efrig�eration
repr�esente l'usage dominant, ainsi que la t�el�evision quand elle est en veille.

6 Estimation de la consommation due aux usages

Nous pr�esentons, dans cette partie, une m�ethode permettant d'estimer la part de la
consommation globale due �a chaque usage, en utilisant la restauration des �etats cach�es et le
tableau de contingence mettant en correspondance les usages et les �etats cach�es restaur�es.
�Etant donn�e une courbe de la consommation �electrique journali�ere totale (gt)1�t�144 d'un
m�enage, �eventuellement avec des relev�es manquants, on souhaite estimer la consommation
(gut )1�t�144 due �a chaque usage u. Pour ce faire, nous calculons les r�esidus (yt)t des (log(gt))t
par l'analyse de variance (1). Nous utilisons ensuite le mod�ele de châ�ne de Markov cach�ee
estim�e pour restaurer les �etats cach�es s1441 par l'algorithme de Viterbi. Le tableau de contin-
gence croisant usages et �etats cach�es restaur�es permet ensuite le calcul de la loi conditionnelle
des usages sachant l'�etat cach�e le plus probable. Cette probabilit�e conditionnelle constitue
une estimation de la part de la consommation globale due �a l'usage u. On pose pour tout
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Fig. 6 { Repr�esentation des �etats et des usages dans le premier plan principal de l'AFC
(mod�ele �a 7 �etats cach�es).

�etat j et tout usage u

fju =
njuP

j0

P
u0
nj0u0

:

La quantit�e fju est un estimateur de la probabilit�e jointe d'être dans l'�etat j pour l'usage
u. La loi conditionnelle de l'usage u sachant l'�etat j est estim�ee par

fujj =
fjuP

u0
fu0j

:

En�n, si �a l'instant t on a ŝt = j, alors l'estimateur de la consommation due �a l'usage u
est ĝut = fujjgt. La �gure 7 pr�esente les courbes restaur�ees par cette m�ethode, avec, pour
comparaison, la consommation r�eelle pour chaque usage (rappelons cependant qu'il s'agit
de consommations bruit�ees). Les di��erences importantes entre ces deux derni�eres courbes
mettent en �evidence l'int�erêt de prendre en compte des informations ext�erieures sur les
habitudes de consommation des foyers.

L'information ext�erieure la plus facile �a prendre en compte est l'absence d'un appareil
�electrique dans un logement. Par exemple, dans le cas de la �gure 7, le logement ne com-
porte pas de lave-linge, de s�eche-linge, de chau�age de l'eau et de chau�age �electriques, ni
d'�eclairage non halog�ene. Ceci est pris en compte en imposant que les nju soient �egaux �a 0
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Fig. 7 { Estimation de la consommation due aux usages sur des donn�ees r�eelles bruit�ees.
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pour toutes les valeurs de j et pour les valeurs de u correspondant aux usages absents. Les es-
timateurs des probabilit�es conditionnelles sont alors r�eactualis�es en cons�equence, en utilisant
la même formule que dans la partie pr�ec�edente. Les trois courbes de la ligne inf�erieure de la
�gure 7 illustrent l'e�et de la suppression des cinq usages cit�es ci-dessus. Il est �egalement pos-
sible de supprimer certains usages �a des heures pr�ecises de la journ�ee et non plus forc�ement
pour la journ�ee enti�ere. Ceci ne change pas le raisonnement pr�ec�edent, valable pour des
instants t quelconques.

Sur la �gure 7, la part de la consommation due �a chaque usage, en particulier celle du
lave-vaisselle, est mieux estim�ee quand on prend en compte les usages absents. Cependant,
cette m�ethode d'estimation poss�ede encore les inconv�enients suivants : les grandeurs du
tableau de contingence correspondent �a des grandeurs de type consommation instantan�ee x
temps, qui s'expriment en watt heure. Ces watt heures sont r�epartis globalement suivant les
di��erents usages, mais c'est la consommation instantan�ee que nous cherchons �a reconstituer.
Par cons�equent, l'estimation des usages se fait sur la base de la consommation moyenne et
de mani�ere proportionnelle �a la consommation totale. Ceci ne prend pas compte le fait que
la plupart des appareils qui consomment beaucoup fonctionnent bri�evement (s�eche-linge et
lave-linge par exemple). L'estimation par notre mod�ele de la consommation de ces appareils
conduit, au contraire, �a des valeurs plus faibles (due �a la r�epartition proportionnelle de la
consommation entre les usages) mais pendant une dur�ee plus longue que la dur�ee r�eelle.
D'autre part, l'usage autres appareils est le plus repr�esent�e. De plus, il n'est associ�e �a aucun
�etat sp�eci�que. La part de la consommation a�ect�ee �a cet usage est donc toujours �elev�ee
(voir par exemple le pic de la consommation estim�ee pour cet usage, vers 22 heures, �gure
7).

Nous avons donc tent�e de tenir compte des heures de pointe, de l'ordre de grandeur relatif
de la consommation de chaque appareil et de la saisonnalit�e des usages, �a l'aide d'une courbe
type (~gui )i de la consommation pour chaque usage. Le choix d'un poids pu 2 [0; 1] d�etermine
l'importance donn�ee �a la courbe type par rapport �a la courbe estim�ee. La consommation �a
l'instant t due �a l'usage u est estim�ee dans un premier temps par

ĝut = pufujjgt + (1� pu)~g
u
t

si ŝt = j. Comme on souhaite que la contrainte
P
u

ĝut = gt soit v�eri��ee, on normalise ainsi

l'estimation

ĝut = gt
ĝutP
u

ĝut
:

En r�ealit�e, l'application de ce principe ne nous a pas permis d'am�eliorer l'estimation. D'une
part, ceci est dû �a la diÆcult�e d'�etablir des courbes types pertinentes. D'autre part, il reste
le probl�eme, �evoqu�e plus haut, li�e �a l'a�ectation des watt heures aux di��erents usages alors
qu'on veut estimer une consommation instantan�ee. Le probl�eme de l'estimation de pics de
consommation et de leur a�ectation �a un appareil unique, plutôt qu'�a un groupe d'appareils,
demeure et ne peut être r�esolu par la mod�elisation propos�ee. Il parâ�t donc plus r�ealiste de
tenter d'estimer la consommation due �a un groupe d'usages similaires.
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7 S�election de mod�eles

7.1 S�election du mod�ele d'analyse de variance

Le premier probl�eme de s�election de mod�eles rencontr�e dans cette �etude concerne la
d�etermination du mod�ele d'analyse de variance, pour d�eterminer les e�ets contrôl�es qui ont
une inuence sur la valeur moyenne de la log-consommation. Les mod�eles consid�er�es a priori
sont ceux faisant intervenir tout ou partie des facteurs suivants : tarif, puissance souscrite,
mois, jour et heure, ainsi que toutes les interactions d'ordre un entre ces facteurs. Dans
un premier temps, nous avons essay�e de baser la s�election sur des tests. Cette m�ethode
conduit �a rejeter syst�ematiquement le mod�ele le moins complexe. Cela est sans doute dû
au nombre �elev�e de donn�ees (une centaine de milliers) qui rend le test tr�es puissant, et au
fait que l'hypoth�ese H0 est peu r�ealiste vu les donn�ees (voir partie 3). Nous avons consid�er�e
�egalement le crit�ere BIC, dont l'application aux mod�eles lin�eaires est discut�ee dans Kass et
Raftery (1995)). Le crit�ere BIC conduit au même r�esultat, ce qui est li�e au fait que la p�enalit�e
reste minime par rapport �a la log-vraisemblance et par rapport �a sa croissance suivant la
complexit�e du mod�ele.

En r�ealit�e, il est suÆsant, dans le cadre de cette �etude, de disposer d'un mod�ele simple
mettant en �evidence les e�ets les plus agrants, vu qu'il s'agit uniquement de calculer les
r�esidus de l'analyse de variance. Or ceux-ci sont apparus peu sensibles �a la complexi�ca-
tion du mod�ele, �a partir d'un certain seuil. C'est pourquoi nous nous sommes content�es de
s�electionner le mod�ele o�rant un bon rapport entre la d�eviance expliqu�ee et le nombre de
degr�es de libert�e. Pour ce faire, nous avons consid�er�e des mod�eles de plus en plus complexes
jusqu'�a ce que l'accroissement de ce rapport devienne inf�erieur �a 0,1%. Le mod�ele �nalement
retenu met en jeu les facteurs type de contrat (ou tarif) c, mois m, heure h, puissance p et
l'interaction entre tarif et mois. De plus, cette m�ethode nous a permis de regrouper les types
de tarif \nuit" et \EJP", qui ont des e�ets similaires sur la moyenne de la log-consommation.

7.2 S�election du nombre d'�etats cach�es

Dans cette �etude, le principal param�etre �a d�eterminer pour la s�election d'un mod�ele de
châ�ne de Markov cach�ee est son nombre d'�etats K. L'ensemble des valeurs possibles pour
K est choisi comme suit : la valeur maximale est �x�ee �a douze, ce qui correspond au nombre
d'usages disponibles. On esp�ere pouvoir mettre en correspondance, de cette mani�ere, les
usages et les �etats cach�es, par la m�ethode indiqu�ee en partie 5.3. La valeur minimale est
�x�ee �a sept par les experts d'edf, au vu de l'histogramme des r�esidus (yt)t (voir �gure 4).

Nous envisageons tout d'abord un choix parmi les di��erents mod�eles, caract�eris�es par
une valeur de K entre sept et douze, bas�e sur des crit�eres de s�election BIC, ICL (propos�e par
Biernacki et al., 2001 dans le cadre des m�elanges ind�ependants) et le demi-�echantillonnage.
Comme les di��erentes courbes sont suppos�ees mutuellement ind�ependantes, cette derni�ere
technique utilise la moiti�e des s�equences pour l'apprentissage et l'autre moiti�e pour l'�evaluation
du mod�ele.
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Fig. 8 { Crit�eres de choix d'un mod�ele pour la consommation �electrique : BIC, ICL et
demi-�echantillonnage. La vraisemblance est trac�ee pour permettre la comparaison avec ces
crit�eres.

La �gure 8 repr�esente les courbes pour ces crit�eres (la vraisemblance est �egalement
trac�ee). Ces crit�eres ont un comportement analogue �a celui concernant la s�election d'un
mod�ele pour l'analyse de variance, en ce qu'ils choisissent le mod�ele le plus complexe. Leur
croissance est approximativement lin�eaire par rapport au nombre d'�etats cach�es. Notons
n�eanmoins le comportement original d'ICL par rapport aux autres crit�eres, puisqu'il p�enalise
fortement un mod�ele �a onze �etats pour lequel deux �etats se trouvent être pratiquement
confondus (même moyenne et même variance). Ceci s'explique par le fait qu'ICL favorise les
mod�eles qui aboutissent �a une partition nette des donn�ees. D'autre part, les autres crit�eres
ont une croissance tr�es similaire �a celle de la log-vraisemblance. En r�ealit�e, la p�enalit�e de
BIC est n�egligeable par rapport �a la croissance de la log-vraisemblance en fonction de K.
Mais cela indique que le mod�ele de Markov cach�e est en d�e�nitive un mod�ele peu r�ealiste
pour les r�esidus de la log-consommation �electrique. Cela est �evidemment li�e au fait que le
nombre de donn�ees disponible est consid�erable (plus d'une centaine de milliers). Nos objectifs
d'interpr�etation des �etats, dont ne tiennent pas compte les crit�eres ci-dessus, imposent des
mod�eles plus parcimonieux. C'est pourquoi nous avons envisag�e une m�ethode de s�election
de mod�eles permettant de prendre en compte cet objectif d'interpr�etation des �etats cach�es
par rapport aux usages.

Rappelons que l'interpr�etation des �etats cach�es se base avant tout sur le tableau de
contingence mettant en relation les usages et les �etats cach�es restaur�es. Les mod�eles les
plus facilement interpr�etables, du point de vue de la mise en relation des usages et des �etats
cach�es, sont ceux qui maximisent l'�ecart �a l'ind�ependance entre ces deux facteurs. Le tableau
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de contingence d�epend de la valeur de K : nous calculons la statistique D2
n(K) du �2 pour

chacune d'entre elles. Cette statistique mesurant l'�ecart des donn�ees �a l'ind�ependance vis-�a-
vis des douze usages et des K �etats, l'id�ee est de s�electionner le mod�ele (i.e. la valeur de K)
qui maximise la statistique D2

n(K) { apr�es normalisation pour ramener son esp�erance �a la

valeur un. La �gure 9 repr�esente
D2
n(K)

11(K�1) en fonction de K, non seulement pour les valeurs

de K entre 7 et 12 mais aussi, pour information, pour des valeurs comprises entre 1 et 6.
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Khi2 normalise par le nombre de degres de liberte en fonction du modele

Nombre d’etats caches du modele

K
hi

2

Fig. 9 { La statistique du �2 normalis�e en fonction du nombre d'�etats cach�es.

Un autre crit�ere de comparaison est la p-value du test de H0 contre H1 avec

H0 : ind�ependance entre les �etats et les usages
H1 : d�ependance entre les �etats et les usages.

En l'occurrence, cette p-value est 1�F�2
11(K�1)

(D2
n), o�u F�2

11(K�1)
est la fonction de r�epartition

de la loi du �211(K�1). On obtient alors la courbe de la �gure 10. Le mod�ele s�electionn�e est
celui minimisant cette p-value.

Les courbes des �gures 9 et 10 sont en accord et conduisent �a rejeter les mod�eles les plus
complexes. Autrement dit, l'augmentation du nombre d'�etats cach�es rend plus diÆcile leur
interpr�etation vis-�a-vis des usages. Ceci est illustr�e par les r�esultats de l'analyse factorielle
des correspondances pour un mod�ele �a dix �etats cach�es (�gure 11), pr�esent�es �a titre de
comparaison avec la �gure 6. Alors que les conclusions �enonc�ees dans la partie 5.3 ne sont
pas modi��ees, l'interpr�etation des �etats est rendue plus diÆcile par leur plus grand nombre.

Nous sommes conduits, en utilisant le crit�ere D2
n(K) normalis�e ou la p-value du test

d'ind�ependance, �a accepter un mod�ele trivial �a deux �etats cach�es, opposant les consom-
mations faibles et les consommations �elev�ees { qui est e�ectivement le plus facilement in-
terpr�etable... Mais ces crit�eres ne tiennent pas compte de l'ad�equation entre le mod�ele et les
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Fig. 10 { p-value du test de H0 : ind�ependance entre les �etats et les usages contre H1 :
d�ependance entre ces variables, repr�esent�e sur une �echelle logarithmique. Le nombre d'indi-
vidus du tableau de contingence est ramen�e �a 300.
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Fig. 11 { Repr�esentation des �etats et des usages dans le premier plan principal de l'AFC
[mod�ele �a 10 �etats cach�es]
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donn�ees, cependant essentielle pour la validit�e de l'inf�erence et de l'analyse des courbes de
consommation �electrique �a partir du mod�ele. La s�election de mod�eles ne peut donc se faire
en utilisant ces crit�eres seuls. En d�e�nitive, nous utilisons le mod�ele le plus simple parmi
ceux s�electionn�es par les experts, pour que l'interpr�etation des �etats cach�es soit la plus facile
possible, soit un mod�ele avec K = 7.

8 Discussion et perspectives

Bien que les châ�nes de Markov cach�ees constituent un mod�ele tr�es simpli��e de la consom-
mation �electrique, vu les donn�ees disponibles, elles ont un int�erêt important, du point de
vue de l'interpr�etation des �etats cach�es en termes de niveaux de consommation �electrique ;
de plus, ces niveaux peuvent être mis en relation avec les usages disponibles par un tableau
de contingence. On en d�eduit une m�ethode pour l'estimation des usages.

8.1 S�election de mod�eles

Ce manque de r�ealisme des châ�nes de Markov cach�ees, ainsi que le nombre consid�era-
ble de donn�ees, rend inop�erante la s�election par les crit�eres classiques (comme BIC, ICL et
la validation crois�ee), d'un mod�ele �a la fois parcimonieux et interpr�etable. Clairement, la
m�ethode retenue en d�e�nitive pour choisir un mod�ele n'est pas tr�es satisfaisante : elle revient
�a d�eterminer, de mani�ere ad hoc, un mod�ele r�ealisant un bon compromis entre l'ad�equation
aux donn�ees et l'interpr�etation. Il serait souhaitable de pouvoir quanti�er ce compromis, ce
qui pourrait être fait par un crit�ere s�electionnant un mod�ele de Markov cach�e s�electionnant
conduisant �a une classi�cation stable des donn�ees. Une possibilit�e de d�e�nir un crit�ere de
cette nature dans le cas o�u une partition des instants est disponible, chaque classe �etant
associ�e �a l'utilisation d'un unsage (ou d'un type d'usages) dominant est esquiss�ee ci-apr�es.
L'id�ee qui en est �a l'origine est comparable au principe de l'utilisation de la log-vraisemblance
compl�et�ee pour la s�election de mod�eles �a l'origine du crit�ere ICL de Biernacki et al. (2001).

La probl�ematique est de s�electionner un mod�ele permettant d'expliquer une covariable
discr�ete �a J modalit�es. Cette covariable d�e�nit une partition Zn

1 = (Zt)1�t�n des variables
al�eatoires observ�ees Y n

1 = (Yt)1�t�n. Dans la suite, nous utilisons la notation g�en�erale P ()
pour d�esigner les lois de probabilit�es aussi bien que les densit�es, lorsque la nature de P ()
est rendue �evidente par le contexte. Cette convention rend les notations plus simples pour
l'utilisation de lois mixtes. D�enotant P� une loi de probabilit�e de param�etre �, l'�equation

ln(P�(Y = y;Z = z)) = ln(P�(Y = y)) + ln(P�(Z = zjY = y));

permet alors de voir la probabilit�e ln(P�(Y = y;Z = z)) comme une p�enalisation de la
vraisemblance par l'entropie de la matrice de classi�cation oue (P�(Z = zjY = y))z2Z ,
suivant un principe analogue �a celui d'ICL mais o�u la partition consid�er�ee est d�e�nie par une
covariable plutôt que par des �etats cach�es. La s�election de mod�eles dans un cadre bay�esien
peut se faire �a partir de la vraisemblance int�egr�ee, associ�e au mod�ele M , �(M ) repr�esentant
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l'ensemble des valeurs possibles du param�etre � pour le mod�ele M :

P (Y = y;Z = zjM = M )

=

Z

�(M)

P (Y = y;Z = zj� = �;M = M )P (� = �jM = M ) d�:

L'int�erêt de ce crit�ere est de favoriser les mod�eles prenant en compte la covariable Z de
mani�ere pertinente, en favorisant les mod�eles de faible entropie sur la covariable Z, tout en
p�enalisant les mod�eles peu ad�equats, ceux qui ont une log-vraisemblance faible.

Des approximations analogues �a celles de BIC (Kass et Raftery, 1995), bas�ees sur la
m�ethode de Laplace et valides sous des conditions de r�egularit�e assez g�en�erales, conduisent
�a s�electionner le mod�ele maximisant le crit�ere suivant :

ln(P (Y = y;Z = zj� = ~�;M = M )) �
d

2
ln(n)

o�u d est la dimension de � et

~� = argmax
�

P (Y = y;Z = zj� = �;M = M ):

Ce crit�ere est assez similaire au crit�ere BIC, dont nous rappelons l'expression :

BIC = ln(P (Y = yj� = �̂;M = M )) �
d

2
ln(n):

En pratique, ~� est inconnu mais on dispose de �̂. Sous l'hypoth�ese que la loi de Z est
ind�ependante de � et que ~� � �̂, on a alors

ln(P (Y = y;Z = zj� = ~�;M = M ))

� ln(P (Y = yj� = �̂;M = M )) + ln(P (Z = zjY = y;� = �̂;M = M )):

Nous sommes donc amen�es �a maximiser le crit�ere

BIC + ln(P (Z = zjY = y;� = �̂;M = M )):

On a, ~z parcourant les valeurs possibles de Z,

P (Z = zjY = y;� = �̂) =
P (Z = z)P (Y = yjZ = z;� = �̂)P
~z

P (Z = ~z)P (Y = yjZ = ~z;� = �̂)
:

Cela conduit �a l'approximation

ln(P (Z = zjY = y;� = �̂)) �
X
t

ln

2
64 P (Zt = zt)P (Yt = ytjZt = zt;� = �̂)P

j

P (Zt = j)P (Yt = ytjZt = j;� = �̂)

3
75 :
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D'autre part, les quantit�es pj = P (Zt = j) doivent être estim�ees. Leur estimateur empirique
est

p̂j =
card(ftjzt = jg)

n
:

De plus,

P (Yt = ytjZt = j;� = �̂) =
X
k

P (Yt = ytjSt = k; Zt = j;� = �̂)P (St = kjZt = j;� = �̂):

Or il est naturel de faire l'hypoth�ese que les variables al�eatoires observ�ees et les covariables
sont ind�ependantes conditionnellement �a l'�etat cach�e. Dans ce cas,

P (Yt = ytjZt = j;� = �̂) =
X
k

P (Yt = ytjSt = k;� = �̂)P (St = kjZt = j;� = �̂)

o�u P (Yt = ytjSt = k;� = �̂) = P
�̂k
(yt) et o�u P (St = kjZt = j;� = �̂) est estim�e par les

fr�equences empiriques
card(ftjzt = j; ŝt = kg)

card(ftjŝt = kg)
:

L'application de cette m�ethode �a notre probl�eme de s�election de mod�eles passe par le
choix d'une partition a priori des donn�ees observ�ees. Les classes d'une telle partition pour-
raient être associ�es �a un usage ou �a type d'usages dominant pendant une p�eriode donn�ee.

8.2 Extensions du mod�ele

L'approche pr�esent�ee a consist�e, dans un premier temps, �a estimer et supprimer les e�ets
�xes (tarif, mois, puissance, heure) par une analyse de variance dont les hypoth�eses ne sont
pas v�eri��ees (non normalit�e et d�ependance des r�esidus). Puis les r�esidus sont mod�elis�es par
une châ�ne de Markov cach�ee pour prendre en compte la d�ependance r�esiduelle (hypoth�ese
de Markov sur la châ�ne cach�ee) et la non normalit�e (hypoth�ese d'une loi de m�elange). Ainsi
les �etats cach�es visent �a mod�eliser les tendances non prises en compte par les e�ets �xes du
fait que nous travaillons orthogonalement �a ces e�ets.

D'autres approches pourraient autoriser l'analyse conjointe des e�ets �xes et des �etats
cach�es en se basant sur des mod�eles markoviens de changement de r�egime. Un tel mod�ele
peut par exemple être d�e�ni comme suit :

{ (St)t est une châ�ne de Markov cach�ee ;
{ conditionnellement �a St = k, log(Gt) suit une loi normale N (�m;h;c;p;k;�

2
k), o�u par

exemple �m;h;c;p;k = �k + �mk + hk + Æck + �
p
k + �

c;m
k ;

{ sachant fSt = stgt, les (log(Gt))t sont conditionnellement ind�ependants.
Ainsi, les �etats cach�es sont ici d�etermin�es conjointement par la consommation �electrique glo-
bale et par les facteurs contrôl�es. On peut �egalement envisager des mod�eles o�u les �etats cach�es
auraient une signi�cation di��erente suivant le foyer (e�et contrôl�e ayant �eventuellement une
incidence sur la variance) ou suivant un type de foyer, �egalement cach�e. Il s'agirait alors
d'un m�elange des mod�eles ci-dessus. Tous ces mod�eles sont plus riches que celui que nous
avons utilis�e, mais plus diÆciles �a estimer de mani�ere �able et aussi �a interpr�eter.
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Unité de recherche INRIA Rhˆone-Alpes
655, avenue de l’Europe - 38330 Montbonnot-St-Martin (France)
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