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Modèle
Pour une fonction de concentration g définie dans un intervalle
d’observation [t0, tn], on considère le modèle :

X (ti) = g(ti) + ε(ti) ∀i = 0,1, . . . ,n,

où {t0, t1, . . . , tn} sont les instants d’observation de X dans l’intervalle
[t0, tn] et les erreurs ε(ti) forment un processus aléatoire autocorrélé
de moyenne nulle E(ε(t)) = 0 et de fonction d’autocovariance connue
E(ε(t)ε(s)) = R(t , s).

On fixe les points t0 = 0 et tn = 1 , et on s’intéresse au choix optimal
des points intermédiaires {t1, . . . , tn−1} pour l’estimation de l’intégrale
(AUC) suivante :

I(g) =

∫ 1

0
g(t) dt .

On note l’estimateur linéaire de I(g) par Ln(g). Le but est de
sélectionner les temps d’observations

{
t∗1 , . . . , t

∗
n−1

}
qui minimisent

l’erreur quadratique moyenne

EQM(Ln(g)) = E(Ln(g)− I(g))2.
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Plans d’échantillonnage réguliers de taille n + 1 :

On suppose que h(t) est une densité positive sur [0,1] avec une
fonction de répartition strictement positive

H(t) =

∫ t

0
h(s) ds, 0 ≤ t ≤ 1.

Le plan d’échantillonnage régulier défini par :

Tn =

{
tn,k = H−1

(
k
n

)
, k = 0, . . . ,n

}
,

comprend les bornes de l’intervalle [0,1], tn,0 = 0 et tn,n = 1. Pour
une densité uniforme sur [0,1],h ≡ 1[0,1], le plan d’échantillonnage
régulier est périodique.
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Modèle de régression linéaire multiple

X (t) = β
′
f (t) + ε(t), t ∈ [0,1] ,

où le processus d’erreur ε(t) est centré et d’autocovariance
E(ε(t)ε(s)) = R(t , s),

β
′
= (β1, . . . , βq) est un vecteur de paramètres inconnus et

f
′
(t) = (f1(t), . . . , fq(t)) est un vecteur de fonctions de régression

connues de la forme

fj(t) =

∫ 1

0
R(t , s)ϕj(s) ds, j = 1, . . . ,q t ∈ [0,1] (1)

où ϕj , j = 1, . . . ,q, sont des fonctions continues sur [0,1].
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Hypothèses

(H1) Sur la diagonale (t = s), on suppose que

R0,1(t , t−) = lim
s↓t

∂R(t , s)/∂s, R0,1(t , t+) = lim
s↑t

∂R(t , s)/∂s,

existent et sont continues et

α(t) = R0,1(t , t−)− R0,1(t , t+),

est supposée être strictement positive.

(H2) En dehors de la diagonale (t 6= s) du carré unité, R(t , s) est
supposée avoir des dérivées partielles mixtes continues jusqu’à
l’ordre deux .
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Estimateur BLUE
On veut estimer la surface (AUC) sous la courbe de la fonction de
concentration g(t) = β

′
f (t) définie par

AUC = I(g) =

∫ 1

0
g(t) dt .

L’estimateur BLUE de β sur tout l’intervalle d’observation [0,1] est
défini par

β̂ = S−1
∫ 1

0
X (t)ϕ(t) dt ,

où ϕ
′
(t) = (ϕ1(t), . . . , ϕq(t)), et la matrice S de termes généraux

sij =

∫ 1

0

∫ 1

0
ϕi(t)R(t , s)ϕj(s) dt ds, i , j = 1, . . . ,q

est supposée être inversible. On estime alors l’AUC (I(g)) par :

L(g) = z
′
β̂,

où z
′
= (z1, , . . . , zq); zj =

∫ 1
0 fj(t) dt , j = 1, . . . ,q.
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Si X (t) est observé en n + 1 points d’un plan d’échantillonnage
régulier Tn = {tn,k}n

0 dans l’intervalle [0,1], alors l’estimateur BLUE
β̂ blue

n de β du paramètre β défini par :

β̂ blue
n = A−1

Tn
η,

où

ATn = (ars)q×q ,

est supposée être inversible et de termes généraux

ars =
n∑

i,j=0
fr (ti)R

−1
Tn

(ti , tj)fs(tj) r , s = 1, . . . ,q et

η = (ηr )q×1 ,

où

ηr =
n∑

i,j=0

fr (ti)R
−1
Tn

(ti , tj)X (tj), r = 1, . . . ,q

et RTn = (RTn (tn,k , tn,j))(n+1)×(n+1) est supposée être inversible pour
tout n.
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alors on introduit l’estimateur de l’AUC (I(g)) par :

Ln
blue(g) = z

′
β̂ blue

n = z
′
A−1

Tn
η.

M. Belouni 20 novembre 2012



Inconvenients :

Les estimateurs BLUE, β̂ blue
n ,Ln

blue(g) sont instables car ils utilisent
l’inverse de la matrice d’autocovariance.

Remède :

On construit deux estimateurs β̂ trap
n (h) et Ln

trap(g) qui sont simples et
plus stables car ils ne dépendent pas de la matrice d’autocovariance
et qui utilisent seulement les observations aux points du plan
d’échantillonnage régulier.
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Estimateur simple et plan d’échantillonnage optimal
Si X (t) est observé en n + 1 points d’un plan d’échantillonnage
régulier Tn = {tn,k}n

0 dans l’intervalle [0,1], alors on construit
l’estimateur simple de β par :

β̂ trap
n (h) = S∗n

−1Ln,q(X ),

où

Ln,q(X ) =
1

2n

n−1∑
k=0

(
(
ϕX
h

)(tk ) + (
ϕX
h

)(tk+1)

)
,

est un vecteur colonne

S∗
n =

(
s∗ij
)

q×q
,

est supposée être inversible,

s∗ij =
1

2n

n−1∑
k=0

(
(
ϕi

h
fj)(tk ) + (

ϕi

h
fj)(tk+1)

)
, i , j = 1, . . . ,q

où fj(t), j = 1, . . . ,q est définie par (1)
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alors on introduit l’estimateur de l’AUC (I(g)) par :

Ln
trap(g) = z

′
β̂ trap

n (h) = z
′
S∗n
−1Ln,q(X ),

où z
′
= (z1, , . . . , zq); zj =

∫ 1
0 fj(t) dt , j = 1, . . . ,q.
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Théorème

Si les hypothèses (H1) et (H2) sont vérifiées et si on suppose que
ϕi/h, i = 1, . . . ,q est deux fois continûment différentiable, alors
l’estimateur β̂ trap

n (h) vérifie

lim
n−→∞

n2
(

EQM(β̂ trap
n (h))− trace(S−1)

)
=

1
12

∫ 1

0
α(t)

ϕ
′
(t)S−2ϕ(t)

h2(t)
dt .

Par ailleurs, l’estimateur β̂ trap
n (h) avec un plan d’échantillonnage T ∗

n
engendré par la densité

h∗(t) =
{
α(t)ϕ

′
(t)S−2ϕ(t)

}1/3
/

∫ 1

0

{
α(u)ϕ

′
(u)S−2ϕ(u)

}1/3
du,

est asymptotiquement optimal.

M. Belouni 20 novembre 2012



Corollaire
L’estimateur β̂ trap

n (h∗), construit à partir de T ∗
n et engendré par la densité

h∗(t), vérifie :

lim
n−→∞

n2
(

EQM(β̂ trap
n (h∗))− trace(S−1)

)
=

1
12

(∫ 1

0

{
α(t)ϕ

′
(t)S−2ϕ(t)

}1/3
dt

)3
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Théorème
Sous les hypothèses (H1) et (H2) et si on suppose que ϕi/h ,
i = 1, . . . ,q est deux fois continûment différentiable, alors l’estimateur
Ln

trap(g) de l’AUC, vérifie

lim
n−→∞

n2
(

EQM(Ln
trap(g))− z

′
S−1z

)
=

1
12

∫ 1

0
α(t)

ϕ
′
(t)
(
S−1AS−1

)
ϕ(t)

h2(t)
dt ,

où A = zz
′
.

Par ailleurs, l’estimateur Ln
trap(g) avec un plan d’échantillonnage T ∗

n
engendré par la densité h∗(t)

h∗(t) =
{
α(t)ϕ

′
(t)
(
S−1AS−1)ϕ(t)

}1/3
/∫ 1

0

{
α(u)ϕ

′
(u)
(
S−1AS−1)ϕ(u)

}1/3
du.

est asymptotiquement optimal.
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Corollaire
L’estimateur Ln

trap(g), construit à partir de T ∗
n et engendré par la densité

h∗(t), vérifie :

lim
n−→∞

n2 (EQM(Ln
trap(g))− EQM(L(g))

)
=

1
12

(∫ 1

0

{
α(t)ϕ

′
(t)
(
S−1AS−1)ϕ(t)

}1/3
dt

)3

où A = zz
′
.
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Cas particulier : q = 1

On considère d’abord le modèle linéaire simple (q = 1)

X (t) = βf (t) + ε(t), t ∈ [0,1]

où f (t) est de la la forme générale suivante :

f (t) =

∫ 1

0
R(t , s)ϕ(s) ds +

L∑
l=1

blR(t ,al),

où ϕ est une fonction continue connue sur [0,1], les constantes
bl , l = 1, . . . ,L sont connues et non nulles et les al , l = 1, . . . ,L sont
des points connus dans [0,1] .
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Si X (t) est observé en n + 1 points d’un plan d’échantillonnage
régulier Tn = {tn,k}n

0 engendré par une densité positive h(t), alors on
construit l’estimateur simple de β est défini par :

β̂ trap
n =

Ln(X )

Ln(f )
,

où

Ln(X ) =
1

2n

n−1∑
k=0

(
(
ϕ

h
X )(tn,k ) + (

ϕ

h
X )(tn,k+1)

)
+

L∑
l=1

blX (al),

Ln(f ) =
1

2n

n−1∑
k=0

(
(
ϕ

h
f )(tn,k ) + (

ϕ

h
f )(tn,k+1)

)
+

L∑
j=1

bj f (aj).

Var(β̂ trap
n ) −→ Var(β̂) = s−2

L quand n→∞, où

s2
L

∆
=
∫ 1

0

∫ 1
0 ϕ(t)R(t , s)ϕ(s) dt ds + 2

∑L
l=1 bl

∫ 1
0 ϕ(s)R(s,al) ds +∑L

l=1
∑L

j=1 blR(al ,aj)bj .
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Théorème
Sous les hypothèses (H1) et (H2) et si on suppose que ϕ/h ,
i = 1, . . . ,q est deux fois continûment différentiable, alors l’estimateur
β̂ trap

n , vérifie

lim
n−→∞

n2
{

Var(β̂ trap
n )− s−2

L

}
=

s−4
L
12

∫ 1

0
α(t)

ϕ2(t)
h2(t)

dt ,

Par ailleurs, l’estimateur β̂ trap
n avec un plan d’échantillonnage T ∗

n

engendré par la densité h∗(t)

h∗(t) =
{
α(t)ϕ2(t)

}1/3
/

∫ 1

0

{
α(u)ϕ2(u)

}1/3
du,

est asymptotiquement optimal.
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Exemple

On considère le modèle de régression simple

X (t) = βt + ε(t), t ∈ [0,1]

où ε(t) est un processus d’erreur de type "Ornstein -
Uhlenbeck"(Gauss-Markov) et sa fonction d’autocovariance
R(t , s) = σ2e−λ|t−s|. On montre que f (t) = t peut s’écrire sous la
forme suivante

f (t) =

∫ 1

0
R(t , s)ϕ(s) ds +

L∑
l=1

blR(t ,al),

avec

ϕ(s) = λs/
(
2σ2) ,L = 2,a1 = 0,a2 = 1,b1 = −1/

(
2λσ2) ,

b2 = (λ+ 1) /
(
2λσ2

)
.
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La fonction de sauts (H1) est :

α(t) = R0,1(t , t−)− R0,1(t , t+) = 2λσ2> 0

La densité du plan d’échantillonnage (asymptotiquement) optimal
h∗(t) est

h∗(t) = (5/3)t2/3

et les points optimaux sont

t∗n,k = {k/n}3/5
, k = 0, . . . ,n.
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FIG.:

FIG.:
(

Var(β̂n)− Var(β̂)
)

contre la taille de l’échantillon
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Perspectives

1 Plans d’échantillonnage optimaux pour l’estimation
non-paramétrique de la fonction de concentration et de l’aire
sous la courbe de concentration (AUC)
En cours.

2 Taille fixée et petite : application à la pharmacocinétique
(estimation + algorithmes d’optimalité)
En cours.
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