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Pour une fonction de concentration g définie dans un intervalle
d’observation [fy, t;], on considére le modele :
X(t) = g(t)+e(t) Vi=0.1,...n,

ou {fy, t,...,t,} sont les instants d'observation de X dans l'intervalle
[fo, ] et les erreurs (t;) forment un processus aléatoire autocorrélé
de moyenne nulle E(s(t)) = 0 et de fonction d’autocovariance connue
E(e(t)e(s)) = R(t, s).

On fixe les points {y = 0 et t, = 1, et on s’intéresse au choix optimal
des points intermédiaires {ti, ..., {,—1} pour I'estimation de I'intégrale
(AUC) suivante :

1
«m:Agmu

On note I'estimateur linéaire de /(g) par L,(g). Le but est de
sélectionner les temps d’observations {t;,...,t:_,} qui minimisent
I'erreur quadratigue moyenne

EQM(L,(9)) = E(La(g) — 1(9))?.



Plans d’échantillonnage réguliers de taille n+ 1 :

On suppose que h(t) est une densité positive sur [0, 1] avec une
fonction de répartition strictement positive

H(t):/oth(s)ds, 0<t<t.

Le plan d’échantillonnage régulier défini par :

o (£) -0l

comprend les bornes de l'intervalle [0,1],t,0 = 0 et f, , = 1. Pour
une densité uniforme sur [0, 1], h = 1yo 1, le plan d’échantillonnage
régulier est périodique.
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Modele de régression linéaire multiple

X(t) = B f(t) + (1), te0,1],

ou le processus d’erreur £(t) est centré et d’autocovariance
E(e(t)e(s)) = R(t; s),

B = (B4,...,Bq) est un vecteur de paramétres inconnus et

f'(t) = (i(t), ..., f(t)) est un vecteur de fonctions de régression
connues de la forme

1
f,(t):/o R(t.8)¢i(s)ds, j=1,....q te[0,1] 1)

ouyj, j=1,...,q, sont des fonctions continues sur [0, 1].
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Hypothéses

o Sur la diagonale (t = s), on suppose que

ROY(t,t—) = |iT; OR(t,s)/ds, R%1(t,t+) = Iim OR(t,s)/ds,
S S

existent et sont continues et
a(t) = RY'(t,t—) — R%'(t, t4),
est supposée étre strictement positive.

° En dehors de la diagonale (t # s) du carré unité, R(t, s) est
supposée avoir des dérivées partielles mixtes continues jusqu’a
l'ordre deux .
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Estimateur BLUE

On veut estimer la surf/ace (AUC) sous la courbe de la fonction de
concentration g(t) = 3 f(t) définie par

.1
AUC = I(g) = /0 g(t)dt

Lestimateur BLUE de 3 sur tout l'intervalle d’observation [0, 1] est

défini par
B=8" /1 X(t)e(t) dt
ol @ (1) = (p1(t), .. ., pq(t)), et la matrice S de termes généraux
Sj = / / oi( pj(s)dtds, i,j=1,...,9
est supposée étre inversible. On estime alors 'AUC (/(g)) par :
L(g)=Z'B,
o0z = (z1,,...,29):Z = [y £()dt, j=1,....,q.
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Si X(t) est observé en n+ 1 points d’'un plan d’échantillonnage
régulier T, = {t,x}, dans l'intervalle [0, 1], alors I'estimateur BLUE

B de B du parametre 8 défini par
ﬁ";lue = A;:T],
ou

A7, = (afS)qxq’
est supposée étre inversible et de termes généraux

ars = Z ()Rt (t,-,t,)f(t/) r,s=1,..., q et
i,j=0

n:(nf)qx17
ou
I]r—Zf HRT (6, )X(t), r=1,...,q
i,j=0

et Rr, = (Rt, (thx, t,,,,-))(n+1)x(n+1) est supposée étre inversible pour
tout n.
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alors on introduit I'estimateur de 'AUC (/(g)) par :

bl ! A S a—1
Sue(g) = 2 B = 2 Ar'.
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Inconvenients :

Les estimateurs BLUE, 3., Ly"**(g) sont instables car ils utilisent
l'inverse de la matrice d’autocovariance.

Remeéde :

trap

On construit deux estimateurs 3, (h) et L (g) qui sont simples et
plus stables car ils ne dépendent pas de la matrice d’autocovariance
et qui utilisent seulement les observations aux points du plan
d’échantillonnage régulier.
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Estimateur simple et plan d’échantillonnage optimal

Si X(t) est observé en n+ 1 points d’'un plan d’échantillonnage
régulier T, = {t,}, dans l'intervalle [0, 1], alors on construit
I'estimateur simple de 3 par :

By (h) = S, Lng(X),

ou

est supposée étre inversible,

. 1 n—1 o o o
5j = 5- > ((F )+ (FH)(be)) . ij=1....q

k=0
ou fi(t),j=1,...,q est définie par (1)
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alors on introduit I'estimateur de 'AUC (/(g)) par :
Li*(g) = 2 Byw(h) = 28, Ly 4(X),

ouz =(z1,,...,2 fo Hdt,j=1,...,q.
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Si les hypotheéses (H1) et (H2) sont vérifiées et si on suppose que
wi/h,i=1,..., q estdeux fois continiiment différentiable, alors
e ,8 1 (h) vérifie

1 ! —2
Jm_ 17 (Qu(B () - macets™) = 35 [ atP 2D at

Par ailleurs, Uestimateur 35" (h) avec un plan d’échantillonnage T
engendré par la densité

est asymptotiquement optimal.
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Lestimateur B, (h*), construit a partir de T et engendré par la densité

h*(t), vérifie :
lim n? (EQM(B,;’“”(h*)) - trace(S_1)) =

n—-o00

1 3
5 ( | {ate s et} dt)
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Sous les hypothéses (H1) et (H2) et si on suppose que pi/h,
i=1,...,q est deux fois continiiment différentiable, alors I’ estimateur
LY (g) de 'AUC, vérifie

lim (EQM( ”“”(g))—z'S_1z) =

) #(0)(5~AS™) (1)
2 / (D) dt,

onA=zz .

Far ailleurs, Iestimateur Ly (g) avec un plan d’échantillonnage T
engendré par la densité h*(t)

est asymptotiquement optimal.
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Lestimateur L'y (g), construit a partir de T} et engendré par la densité
h*(t), vérifie :

lim n® (EOM(LF"(9)) — EOM(L(9))) =

n—uoo

1 3
- ( | {ate @ (57457 et} dt)

onA=zz .
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Cas particulier : g = 1

On considére d’abord le modéle linéaire simple (g = 1)

X(t) = pf(t) + (1), te[0,1]

ou f(t) est de la la forme générale suivante :

/ R(t,s)p ds+Zb,F?ta,)

ou ¢ est une fonction continue connue sur [0, 1], les constantes
b,/ =1,...,Lsontconnues et nonnullesetles a,/=1,...,Lsont
des points connus dans [0, 1].
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Si X(t) est observé en n+ 1 points d’'un plan d’échantillonnage
régulier T, = {t,x}, engendré par une densité positive h(t), alors on
construit I'estimateur simple de 3 est défini par :

trdp Ln(X)
n Ln(f)a
ou
n—1
LX) = o 3 ((EX0) +(£) tnk+1)+zb,Xa,
k=0
n—1
L) = 5> (20t + () tnk+1)+2bf a)

=
o

Var(fy®) — Var(B) = S[z quand N — oo, ol

stfOfO Yo(s )dtds+22, 1b/f0g0 R(s,a;)ds +
iy 21:1 b,F{(a,,a,)b,.
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Sous les hypotheses (H1) et (H2) et si on suppose que o /h,

iA: 1,...,q est deux fois continiiment différentiable, alors I’estimateur
P vérifie
—4 2
: A _ s = (1)
lim n2{Var N 2}:#/ ot dt,
n—-so00 ( n ) L 12 0 ( )hz(t)

Par ailleurs, Iestimateur 3," avec un plan d’échantillonnage T

engendré par la densité h*(t)

est asymptotiquement optimal.
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On considére le modéle de régression simple

X(t) = pt+¢<(t), te[0,1]
ou £(t) est un processus d’erreur de type "Ornstein -
Uhlenbeck"(Gauss-Markov) et sa fonction d’autocovariance

R(t,s) = o?e M'=sl.On montre que f(t) = t peut s’écrire sous la
forme suivante

/ R(t, s)¢ ds+Zb, (t,a).

avec
@(s) = As/ (20%),L=2,a1 = 0,8 = 1,b; = —1/ (2)\0?),

bo=(A+1)/(2)02).
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La fonction de sauts (H1) est :
a(t) = R%'(t,t—) — R®'(t,t4+) = 2X6%> 0
La densité du plan d’échantillonnage (asymptotiquement) optimal

h*(t) est
h*(t) = (5/3)3/®

et les points optimaux sont

= 1k/ny*® k=0,....n.
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FiG.: (Var(Bn) - Var(B)) contre la taille de 'échantillon
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@ Plans d’échantillonnage optimaux pour I'estimation
non-paramétrique de la fonction de concentration et de I'aire
sous la courbe de concentration (AUC)

En cours.

Q@ Taille fixée et petite : application & la pharmacocinétique
(estimation + algorithmes d’optimalité)
En cours.
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