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Plan

Problèmes et méthodes de réduction de 
dimension

Segmentation supervisée et non supervisée 
(deux algorithmes)



Réduction de dimension 
en classification

Pourquoi, selon quel critère et avec quelle 
stratégie



On observe des données (vecteurs de grandes dimension) issues 
de deux lois différentes

Classe “0” 

Classe “1” 

X0

1 , . . . ,X0

n
! P0

X1

1 , . . . ,X1

n
! P1

On observe une nouvelle donnée      issue de P1ou P0X

Petite définition du problème : classification supervisée

DECOMPOSITION DANS 
UNE BASE
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rangée?

Petite définition du problème : classification supervisée

Singularité du problème : p>>n ou p et n comparables

DECOMPOSITION DANS 
UNE BASE



Comment mesurer l'intérêt d’une direction de l’espace 
des observations ?

Mesure de la qualité de séparation 
des données dans une direction i : variabilité entre 

les groupes dans 
la direction i

variabilité globlale dans la 
direction i



Une direction intéressante de l’espace des 
observations est une direction dans laquelle les 

observations sont bien séparées.
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On peut classer les directions par intérêt. Comment 
choisir le nombre de directions retenues ?
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Idée : effectuer simultanément pour i=1,...,p, le test des 
hypothèses

H0i : H1i :
la direction i n’est 
pas intéressante contre la direction i est 

intéressante

Utiliser par exemple l’algorithme de Benjamini et Hocheberg de 
contrôle de l'espérance de proportion de rejet à tord, en se 

plaçant dans un cadre gaussien

On peut classer les directions par intérêt. Comment 
choisir le nombre de directions retenues ?

Il y a de bonnes raisons théoriques à l’utilisation de cet 
algorithme plutôt qu’un autre



Réduire la dimension de l’espace dans lequel la règle 
agit, est-ce la seule simplification que l’on peut faire ?
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Réduire la dimension de l’espace dans lequel la règle 
agit, est-ce la seule simplification que l’on peut faire ?

Séparer par un hyperplan affine
F

s+classe 0
plus simple !

classe 1
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Une règle de classification sépare l’espace en deux parties



Passer d’une règle quadratique à une règle affine, c’est une 
réduction de la dimension de l’espace dans lequel se trouve 

le classificateur utilisé 
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Comment mesurer l'intérêt d’une règle quadratique  
dans une direction de l’espace des observations ?

Une direction dans laquelle la variabilité des différents groupes 
varie est une direction dans laquelle une règle seulement linéaire 

perd une information

P1

P0

Mesure de l'intérêt d’une règle quadratique : 
              variance empirique des 

données du groupe  k dans la 
direction  i.

SRD = S1[i]
2
− S0[i]

2

Sk[i]2
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covariables ?
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Faut-il chercher la structure de corrélation entre les 
covariables ?

Idée : utiliser l’a priori que l’on possède sur la structure de 
corrélation

Si l’on cherche à estimer toute la structure de corrélation 
à partir des observations seulement ... p^2 paramètres...



Faut-il chercher la structure de corrélation entre les 
covariables ?

ondelette= décorrélation des bandes de fréquence si 
le signal est presque stationnaire

Idée : utiliser l’a priori que l’on possède sur la structure de 
corrélation

Si l’on cherche à estimer toute la structure de corrélation 
à partir des observations seulement ... p^2 paramètres...
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“analyse de la variance vectorielle”



Comment traiter le cas de plus de 2 classes ?
“analyse de la variance vectorielle”

Pour mesurer l'intérêt d’une direction q :

IRD[q] =
∑

i<j

nj
∑

m=1

ni
∑

l=1

(

1

Si[q]
+

1

Sj [q]

)

1

ninj
(Xi

m[q] − X
j
l [q])2



Comment traiter le cas de plus de 2 classes ?
“analyse de la variance vectorielle”

Pour mesurer l'intérêt d’une direction q :

IRD[q] =
∑

i<j

nj
∑

m=1

ni
∑

l=1

(

1

Si[q]
+

1

Sj [q]

)

1

ninj
(Xi

m[q] − X
j
l [q])2

Pour mesurer l'intérêt d’une règle 
quadratique dans une direction q :

IL[q] =
∑

i<j

(Si[q]
2
− Sj [q]

2)













114CHAPITRE 2. MÉTHODES DE RÉDUCTION DE DIMENSION POUR LA CLASSIFICATION

(a) 21 glioblastomes A (b) 9 glioblastomes B

(c) 16 Meningiomes (d) 18 métastases

(e) 9 tissus sains

Fig. 2.1 – Spectres de l’échantillon d’apprentissage

Groupes présents tous tous sauf Glioblastomes type A
Métastases et Méningiomes

Taux d’erreur 43 % 30 % 5%

Fig. 2.2 – Configurations retenue et taux d’erreur de classification dans chaque cas
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2.4. APPLICATION AUX DONNÉES MÉDICALES ET ÉTUDE DE L’EFFICACITÉ DE NOTRE MÉTHODE115

Fig. 2.3 – Taux d’erreur de classification (problème à deux groupes : Méningiomes / Glioblastome
A) en fonction de la dimension sélectionnée. La dimension sélectionnée par notre algorithme est
dans la zone marquée de points noirs.
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Ce que l’on “devrait” 
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Principal problème concernant les données spectro

Ce que l’on “devrait” 
observer dans la classe k :

Ce que l’on observe dans la 
classe k :



Segmentation d’images 
hyperspectrales

Segmentation supervisée (méthode multi-echelle)
Segmentation non supervisée (Adaptive Weight 

Smoothing)



AWS
Adaptive Weight Smoothing



Hypothèses sur l’image :
constante sur des zones

Chapitre 1

AWS et extensions

1.1 présentation

Le modèle décrit par Polzehl et Spokoiny [3] en dimension deux (pour le traitement d’une image
par exemple) est le suivant :
Les observation sont issues du modèle de régression :

Yi,j = f(Xi,j) + εi,jXi,j ∈ R2, E[εi,j ] = 0, var[εi,j ] = σ2 (1.1)

les Xi,j sont issues d’un design régulier de R2 , la fonction de régression est supposée constante par
morceau : il existe M régions distinctes Am m = 1..M sur lesquels f est constante:

f(x) =
M∑

m=1

am1{x∈Am}(x) (1.2)

A partir de cela l’idée première l’algorithme donnée par Pozhel et Spokoiny est celle décrite dans
la première partie de ce rapport. En voici une formulation plus mathématique.

ALGO AWS

Pour tout point de l’image on définit un voisinage initial : U0(Xi,j)
initialisation : pour tous les pixels de l’image estimer f̂0(Xi,j) et V ar[f̂0(Xi,j)] de la manière suivante :

f̂0(Xi,j) =
1

N0(Xi,j)

∑

Xp,q∈U0(Xi,j)

Yp,q (1.3)

Ŝ0
2
(Xi,j) =

σ̂2

N0(Xi,j)
(1.4)

Adaptation : En tout point Xi,j

Déterminer les régions :

V (Xi,j) = {Xp,q tq |f̂k(Xi,j)− f̂k−1(Xp,q)| ≤ λŜ2
k−1(Xi,j)}

Et en notant Nk(Xi,j) = #{V (Xi,j)
⋂

Uk(Xi,j)} (Uk est un voisinage), estimer f et S â partir des
estimations de l’étape précédente:

1

A1

A2

A3

A4



Hypothèses sur l’image :
constante sur des zones

Inconnus

Chapitre 1

AWS et extensions

1.1 présentation
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Inconnus

Chapitre 1

AWS et extensions

1.1 présentation
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morceau : il existe M régions distinctes Am m = 1..M sur lesquels f est constante:
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1

A1

A2

A3

A4

On observe 
au pixel i :



Pour savoir si deux observations sont issues de la même classe

Yi = fi + σεi ∈ R
p

Yj = fj + σεj ∈ R
p
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perte de puissance avec la dimension
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Pour savoir si deux observations sont issues de la même classe

Yi = fi + σεi ∈ R
p

Yj = fj + σεj ∈ R
p

H0 : ‖fi − fj‖Rp = 0 contre H1 : ‖fi − fj‖Rp #= 0

Tester les hypothèses

‖Sλ(Yi − Yj)‖RpStatistique de test centrée, réduite ...

opérateur de seuillage
...induit une réduction de dimension



Algorithme AWS



Algorithme AWS initialisation :  f̂0

i = Yi



Etape k : adaptation
Pour chaque pixel  Uk(Xi)Xi , utiliser un voisinage de taille  k :.
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Etape k : adaptation
Pour chaque pixel  Uk(Xi)Xi , utiliser un voisinage de taille  k :.

Algorithme AWS

. Détecter les pixels de Uk(Xi) issus de la classe de Xi V̂k(Xi):

initialisation :  f̂0

i = Yi



Etape k : adaptation
Pour chaque pixel  Uk(Xi)Xi , utiliser un voisinage de taille  k :.

Algorithme AWS

. Détecter les pixels de Uk(Xi) issus de la classe de Xi V̂k(Xi):

Xj ∈ V̂k(Xi) ‖Sλ(f̂k−1

i − f̂k−1

j )‖Rpsi petit

initialisation :  f̂0

i = Yi



Etape k : adaptation
Pour chaque pixel  Uk(Xi)Xi , utiliser un voisinage de taille  k :.

Algorithme AWS

. Détecter les pixels de Uk(Xi) issus de la classe de Xi V̂k(Xi):

Xj ∈ V̂k(Xi) ‖Sλ(f̂k−1

i − f̂k−1

j )‖Rpsi petit

initialisation :  f̂0

i = Yi

f̂k
i =

1

|V̂k(Xi)|

∑

i∈Uk(Xi)

ŵk
ijYj ŵ

k
ij = 1Xj∈V̂k(Xi)



AWS...



AWS...

Courbe observée au 
pixel j

Estimation au pixel i



AWS...

ŵij estimation de wij =

{

1 si f(i) = f(j)
0 sinon

Courbe observée au 
pixel j

Estimation au pixel i



AWS...

ŵij estimation de wij =

{

1 si f(i) = f(j)
0 sinon

Problème : ne produit pas une segmentation

Courbe observée au 
pixel j

Estimation au pixel i



... pour caractériser une 
frontière.

i j



... pour caractériser une 
frontière.

i j

wij = 1

i et j 
séparés par une frontière si



... pour caractériser une 
frontière.

i j

critère de décision : i et j 
séparés par une frontière si

ŵij = 1

trop variable...

wij = 1

i et j 
séparés par une frontière si



... pour caractériser une 
frontière.

i j

système de vote :

k

∀k wik = wjk



... pour caractériser une 
frontière.

i j

système de vote :

k

∀k wik = wjk

critère de décision :∑

k

1ŵik=ŵjk
> λ



Application

Image simulée



ligne  2
Colonne 3

CNR=2



ligne 1
colonne 3

CNR=1



Segmentation obtenue



Méthode multi-échelle : 
les mixlets 



Modèle de Mélange

A1

A2

A3

A4



Modèle de Mélange

A1

A2

A3

A4

Sur un pixel   de Ai, on observe Yj !

K∑

k=1

πk[Ai]Pkj



Modèle de Mélange

A1

A2

A3

A4

connu

inconnu

Sur un pixel   de Ai, on observe Yj !

K∑

k=1

πk[Ai]Pkj
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πk[Ai]Pk

Pk inconnues.Dans la pratique,
Echantillon d’apprentissage pour les obtenir
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Yi !

K∑

k=1

πk[Ai]Pk

Pk inconnues.Dans la pratique,
Echantillon d’apprentissage pour les obtenir

Si  grande dimension alors nécessité de simplification de 
l’estimation

Réduction de dimension
Choix d’un espace dans lequel les covariances des 

différents groupes sont egales (linéarisation)
Modélisation paramétrique (par exemple 

gaussienne)



Recherche     
de         π[Ai] :



Méthode multi-échelleRecherche     
de         π[Ai] :



Méthode multi-échelleRecherche     
de         π[Ai] :

idée : restreindre l’ensemble des découpages de l’image envisagés de 
manière intelligente



Méthode multi-échelle

Partitions construites à partir d’un Quad-Tree= P

R1

R1

R3

R3 R4

R21R21

R4

R22 R23 R24

R22 R23

R24

Recherche     
de         π[Ai] :

idée : restreindre l’ensemble des découpages de l’image envisagés de 
manière intelligente



Méthode multi-échelleRecherche     
de         π[Ai] :

(π̂[P ],P̂ ) = Argmax {L(Y,π[P ],P ) − pen(P )}



Méthode multi-échelleRecherche     
de         π[Ai] :

(Yi)i

Observations
sur l’image

(π̂[P ],P̂ ) = Argmax {L(Y,π[P ],P ) − pen(P )}



Méthode multi-échelleRecherche     
de         π[Ai] :

(Yi)i

Observations
sur l’image Partition

de l’imageP = (Pj)j

(π̂[P ],P̂ ) = Argmax {L(Y,π[P ],P ) − pen(P )}



Méthode multi-échelleRecherche     
de         π[Ai] :

(Yi)i

Observations
sur l’image Partition

de l’imageP = (Pj)j

π[P ] = (πk[Pj ])jk

Poids du mélange donnant les densités

(π̂[P ],P̂ ) = Argmax {L(Y,π[P ],P ) − pen(P )}



Méthode multi-échelleRecherche     
de         π[Ai] :

(Yi)i

Observations
sur l’image Partition

de l’imageP = (Pj)j

π[P ] = (πk[Pj ])jk

Poids du mélange donnant les densités

pen(P ) = |P |

(

3

2
(K − 1) log(N) +

4

3
log 2

)

(π̂[P ],P̂ ) = Argmax {L(Y,π[P ],P ) − pen(P )}



Algorithme rapide de type CART
pen(P a

∪ P b) = pen(P a) + pen(P b)

Calculs récursif ...
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∪ P b) = pen(P a) + pen(P b)

L((Yi)i∈P a∪P b ,π[P a
∪ P b],P a
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Algorithme rapide de type CART
pen(P a

∪ P b) = pen(P a) + pen(P b)

L((Yi)i∈P a∪P b ,π[P a
∪ P b],P a

∪ P b) =

L((Yi)i∈P a ,π[P a],P a) + L((Yi)i∈P b ,π[P b],P b)

P1 P2

Pour choisir entre deux partitions

Calculs récursif ...
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Règle de segmentation utilisée
h
∗(i) = Argmaxkπ[xi]

dPk

dP i
(Yi)

P
i =

K∑

k=1

πk[xi]Pk

Règle optimale

ĥ(i) = Argmaxkπ̂k[xi]
dPk

dP̂ i
(Yi)

P̂
i =

K∑

k=1

π̂k[xi]Pk

Règle utilisée



Résultat théorique obtenu 

N(π̃,r) = |{carres roses}|

r

Distributions log-concaves

Robin Girard

Hypothèse A0 Il existe M > 0, β > 0 et π̃ = [0, 1]2 → R tels que π̃[xi] = π (xi centre du
pixel i),

‖π‖∞ ≤ M et N(π̃, r) ≤ βr−1.

Il est tout à fait naturel de se questionner sur la validité des propriétés utilisées si la
mesure γ n’est pas a la mesure gaussienne. Supposons que µ est une mesure de probabilité
sur Rp avec une densité positive, ae−φ (a > 0) par rapport à la mesure de Lebesgue.
Rappelons que φ est dite strictement convexe s’il existe c > 0 tel que pour tout x, y ∈ Rp

φ(x) + φ(y) − 2φ

(

x + y

2

)

≥
c

2
‖x − y‖2

Rp. (1)

La fonction φ est dite radiale s’il existe une fonction convexe ψ de R dans R telle que
φ(x) = ψ(‖x‖Rp). Soient y un point de Rp, D un hyperplan de Rp, b le projeté orthogonal
de y sur D, h la distance de y à D et A une partie de Rp incluse dans le demi-espace
délimité par D et ne contenant pas y.

Proposition 0.1. Si φ est fortement convexe et radiale, alors on a :

µ(A − y) ≤ e−c h2

2 µ(A − b).

Démonstration. On peut supposer que φ est continue et différentiable. La démonstration
se décompose en quatre étapes.
Etape 1. Il suffit pour obtenir le résultat voulu, de démontrer que

si x, h ∈ R
p 〈x, h〉Rp ≥ 0 alors φ(x + h) − φ(x) ≥

c

2
‖h‖2

Rp. (2)

En effet, on a alors
e−φ(x+h) ≤ e−φ(x)e−

c
2
‖h2‖2

Rp ,
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Hypothèses. Nous allons faire les hypothèses suivantes
Hypothèse A0-d (Image d-dimensionnelle régulière, d ≥ 2). Soit PIN la partition régulière

de [0, 1]d en N hypercubes identiques (i.e N pixels). Pour tout k ∈ {1, . . . ,K}, il existe β > 0,
M < ∞ et fk ∈ CMd(β,M) (voir chapitre précédent définition (1.2.1)) tels que

∀i ∈ TN , πik = fk(ti), (2.1)

où ti est le centre de l’hypercube i de PId.

Remarque 2.1.1. Cette hypothèse est une hypothèse sur la structure topologique de l’ensemble
des pixels TN . Cette structure est d’autant plus complexe que d est grand.

Hypothèse A1. Il existe une constante positive B telle que

sup
x∈X ,k1,k2∈{1,...,K}2

dPk1

dPk2

(x) ≤ B.

Remarque 2.1.2. Cette dernière hypothèse est nécessaire pour obtenir des résultats théoriques.
Elle est omniprésente dans les techniques d’estimation dans les modèles de mélanges (voir par
exemple la thèse de Li [52]). Notons seulement que si P1 et P2 sont deux mesures gaussiennes
équivalentes sur un espace de Banach séparable alors, la dérivée de Radon-Nykodym entre ces
deux mesures est presque sûrement bornée (cf [15]). Si ces mesures ne sont pas équivalentes elles
sont orthogonales et le problème statistique n’existe pas (la détection est parfaite).

Algorithme et résultat théorique. L’algorithme se décompose en trois phases

1. Utiliser la méthode donnée à la Section 3 du Chapitre 2 de la Partie II de ce mémoire
pour construire un estimateur P̂k de la loi Pk (alors supposée gaussienne) à partir des
observations (Zk

i )i,k.

2. Supposer que les lois Pk sont connues égales à P̂k. Utiliser l’algorithme de Kolaczyk et al.
[46] rappelé à la sous-section 2.2 pour construire un estimateur (π̂ik)ik du vecteur de poids
(πik)ik à partir des observations sur l’image (Xi)i∈TN .

3. Utiliser la fonction de segmentation (de type plug-in) définie par

ĥ(Xi, i) = Argmaxk π̂ik
dPk

dP̂ i
(Xi) où P̂ i =

K∑

k=1

π̂ikPk. (2.2)

Nous avons obtenu pour cette fonction de segmentation le théorème suivant.

Theoreme 2.1.1. Soit d ≥ 2. Supposons que K = 2 et que pour k ∈ {0, 1} Pk est connu (i.e
on P̂k = Pk). Sous les hypothèses A0-d et A1, si ĥ est la fonction de segmentation donnée par
(2.2), alors il existe une constante c0 positive telle que

S(ĥ) ≤ c0

(
log(N)

N

)1/d

,

où S est l’excès de risque de segmentation défini par (1.4).

Nous démontrons ce théorème dans la Section 4. Nous donnons dans la section qui suit
l’algorithme de Kolaczyk et al. [46] et un résultat que nous avons obtenu pour cet algorithme.
Dans la Section 3, nous donnons quelques applications de cet algorithme à des données de géologie
sur Mars et aux données médicales.



Résultat théorique obtenu

Sous les hypothèses précédentes

E[R(ĥ)] − E[R(h∗)] ≤ c0

(

log(N)

N

)1/d

R(h) = proportion de pixels mals classés par h



Résultats pratiques : images de Mars
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Fig. 2.3 – Segmentation obtenue. Transformée de Fourier inverse puis transformée en ondelette
(en haut). Transformée en ondelette (en bas). En rouge poussière, en jaune glace de CO2 et en
vert glace d’eau.

poussière

glace de 
CO2

glace
d’eau
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Fig. 2.4 – Décroissance des coefficients de SRD (définie à la Partie II Chapitre 2 Section 3 Equa-
tion 2.13). Transformée de Fourier inverse puis transformée en ondelette (en haut). Transformée
en ondelette (en bas)IRD[q] =

∑

i<j

nj
∑

m=1

ni
∑

l=1

(

1

Si[q]
+

1

Sj [q]

)

1

ninj
(Xi

m[q] − X
j
l [q])2

Résultats pratiques : images de Mars

version ordonnée de la variable cenrtée réduite obtenue avec :



Résultats pratiques : images médicale
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2.3 Application aux données médicales et à l’imagerie satellitaire

2.3.1 Application aux données médicales

Pour le problème médical (dont le contexte est détaillé dans l’introduction de ce mémoire),
nous disposons de l’échantillon d’apprentissage donné dans l’application de la partie II (Chapitre
2 Section 4). Nous écartons les Métastases de l’échantillon d’apprentissage, car nos données d’ap-
prentissage ne sont pas encore assez nombreuses pour envisager une séparation des Métastases
avec les Glioblastomes (voir les raisons du taux de classification médiocre Partie II Chapitre 2
Section 4). Ainsi, nous avons à notre disposition 62 spectres de quatre groupes différents : 21
Glioblastomes de type A, 9 Glioblastomes de type B, 16 Méningiomes, et 9 tissus sains. Il nous
a été donné une image hyperspectrale associée à un Glioblastome mélangeant les deux types (A
et B). La segmentation obtenue est donnée par la Figure 2.2. On peut se rendre compte que la
tumeur est assez bien localisée, mais que les différents types de Glioblastomes ne sont pas bien
séparés.

Fig. 2.1 – Carré 10 × 10 en haut à gauche de l’image Hyperspectrale de Glioblastome de taille
16 × 16.

Notons que si les résultats sont assez intéressant, ceci résulte d’une part d’un près-traitement
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(rephasage à la main fait par les médecins voir Partie II Chapitre 2 Section 4) assez lourd et du
fait que l’on a écarté les Métastases de notre échantillon d’apprentissage. Si les métastases ne
sont pas écartées, le résultat est bien moins bon.

Fig. 2.2 – Segmentation obtenue -à gauche-, et segmentation que l’on devrait obtenir (selon les
médecins/physiciens)- à droite-. Les pixels colorés en bleu correspondent à des tissus sain, le vert
est du glioblastome de type B et le rouge du glioblastome de type A.

Remarque 2.3.1 (Sur la réduction de dimension "simultanée"). Dans le cas de la classification
(cf Partie II Chapitre 2 Section 2), la réduction de dimension se faisait à partir de l’estimation
par seuillage d’un vecteur directeur définissant la frontière entre deux groupes. Ainsi dans le cas
de plusieurs classes, nous obtenions plusieurs vecteurs directeurs agissant dans des espaces (en
général) différents de dimension différentes. Ici, le problème n’est pas tout à fait le même : on
cherche un espace commun à tous les groupes. Ceci est nécessaire au calcul des vraisemblances et
peut poser un problème lorsque le nombre de groupes présents devient grand et que les vecteurs
directeurs de chacun des hyperplans optimaux séparant les différentes classes sont définis dans
des espaces assez distincts. Par exemple, supposons que le nombre de groupes est K = 10, que
la dimension de l’espace des observations est p = 256 et que pour (i, j) ∈ {1 . . . ,K}2, i "= j,
le vecteur directeur de l’hyperplan séparant les groupes i et j ait cinq composantes non nulles
(et significativement grandes). Supposons aussi que ces cinq composantes sont différentes pour
deux couples distincts de groupes. La méthode consistant à chercher un espace de dimension
réduite, commun à tous les groupes, risque de nous amener à choisir un espace de dimension
5 ∗ K(K − 1)/2 = 245, autrement dit quasiment tout l’espace. Ceci constitue le principal défaut
de l’algorithme proposé : il oblige l’utilisateur à trouver un espace unique commun à tous les
groupes. Notons que l’algorithme présenté dans le Chapitre 3 de cette partie n’a pas ce défaut.

2.3.2 Application à l’imagerie satellitaire

J’ai travaillé durant ma thèse, en collaboration avec Frédéric Schmidt, qui a soutenu le 25
octobre 2007 sa thèse (effectuée sous la direction de Sylvain Douté du laboratoire de planéto-
logie de Grenoble) intitulée : "Classification de la surface de Mars par imagerie hyperspectrale

Résultats pratiques : images médicale
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Des perspectives pour le premier algo de 
segmentation :

Identification de la structure de 
covariance spatiale et temporelle

Amélioration de l’algorithme de recherche de frontière 
avec un algorithme du type “minimum ratio weight 
cycle”. 



Conclusion et perspectives : 
deuxième algo

• Algorithme rapide et ajustable (par la 
pénalité)

• Posibilité d’intégrer des classes 
structurées en arbres.

• Intégration d’une classe “poubelle”

• Bruit poisonnien.



Fin 

Merci de votre attention 


