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Cadre de I'étude

But

@ Soient {(Xi, Y;),i =1,...,n} des copies indépendantes du couple
aléatoire (X, Y) € R? x R.

@ Y est une variable d’intérét associée a une covariable X.

& Estimer pour tout x € RY et pour tout o, — 0, les courbes de niveaux
extrémes définies comme les graphes de fonctions x € RY — g(an|x) € R
vérifiant

P(Y > q(an[x)|X = x) = an,
lorsque la fonction de répartition conditionnelle de Y sachant X = x est a
queue lourde d'indice —1/v(x), i.e

= def — X
Fly) £ 1= Fylx) =y /"0y lx),

avec

@ v(.) une fonction inconnue et positive de la covariable appelée I’ “indice de
queue conditionnel”.
@ {(.|x) une “fonction a variations lentes”, i.e pour tout A > 0,

0wl
y15% “e(y]x)




Méthodologie et estimateurs

Estimateur: I'inverse généralisé de |'estimateur de la fonction de survie

conditionnelle

Gn(n|x) = Fi (un|x) = inf {t, Fo(t|x) < an}.

Nécessite d’estimer la probabilité F(y,|x) lorsque y, — oo (quand n — co).

Estimateur 3 noyau de F, ( )
z x — X;
Falylx) = ZK( )1{v>y} ZK(—,, )
i=1 n

@ La fonction K(.) appelée noyau est positive, bornée, intégrable et a
support compact S C RY.

A\

@ Iy, est la fonction indicatrice.

@ h, est une suite non aléatoire telle que h, — 0 quand n — oo.



Comportement asymptotique & Applications

Normalité asymptotique IA-'n(y,,|x), ( )

Soit g la densité de X. Sous des conditions de régularité de type Lipschitz sur
v(x), g(x) et log £(.|x)/log(.). S
@ y, — 00 tq nh?F,(ya|x) = 0o et nh?*2F,(ya|x) log®(ys) — 0 qd n — oo,
@ {a;,j =1,...,J} est une suite strictement positive et croissante,

alors pour tout x € RY tel que g(x) > 0,

y Fu(aiyalx) c IKI3
{ nhglF (ya|x) <7F(a,yn|x) - 1) }{jlw,l} =N <0RJ7 Fo) C(x))7

ot G (x) = JC( pour (j,j') € {1,...,J}%

Interprétation de la condition nh?*2F,(y,|x) log?(y.) — 0

@ Condition pour que le carré du biais asymptotique, de |'ordre de
(hnlog ya)? soit négligeable devant la variance asymptotique, de I'ordre de
1/{nh;Fa(yalx)}-

@ Si y, est borné, alors on retrouve la condition de normalité asymptotique
classique: nh?*t? — 0.
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Comportement asymptotique & Applications

Interprétation de la condition nhd F,(ya|x) — oo

@ Condition Nécessaire et Suffisante pour qu'il y ait presque siirement au
moins un point dans la région B(x, h,) X [ya, +oo[ de RI™.

@ Si y, est borné, alors on retrouve la condition de normalité asymptotique
classique: nh? — oo.

lllustration géométrique de la condition nh?F,(ya|x) — co




Comportement asymptotique & Applications

Normalité asymptotique de §n(an|x), ( )

Soit g la densité de X. Sous des conditions de régularité de type Lipschitz sur
7(x), g(x) et log £(.|x)/log(.). S
£(.|x) est normalisée (voir Bingham, Goldie et Teugels (1987)),
@ a, — 0 telle que nh?a, — oo et nh?* 2w, log?(a,) — 0 quand n — oo,
9 {15, =1,...,J} est une suite strictement positive et décroissante,
alors pour tout x € RY tel que g(x) > 0,

A 2
hg N q"(Tja"|X) _1)} L N(O ’, 2 ||l‘<||22)7
{ Vo (B0 P C e

ol T, j1(x) = 1/7jnj pour (j,j') € {1,...,J}>.

o La variance asymptotique est inversement proportionnelle 3 nhla, et
proportionnelle 3 v%(x).

s nhla, — oo et nh? 2, IogQ(a,,) — 0 entrainent ;- — oo qui

(1/0 )
implique a, > log” ("). on ne peut pas estimer des quantlles trés extrémes.
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Comportement asymptotique & Applications

Application 1 : Estimateur & noyau de type Hill (voir

J J
Am (x) =D _ log (@n(Tjcrn|x)/@n(ctn|x)) / > log(1/7) avec J > 1.

J=1 J=1

Condition du second ordre

(ylx)
Y Uylx)

|

La fonction |e(y|x)| = est asymptotiquement décroissante et tend

vers 0 lorsque y — oo.

Normalité asymptotique de 4 (x), ( )

Si v/ nhia, — co et v/nhiane(g(an|x)|x) — 0 quand n — oo alors,

Vihgan (480) = 1(9) SN (07 V;H( 5)”%72()())7

o Vi = (S 252 - 7) /(s (/)

A



Quelques exemples de suites de poids

@ Si7j =1/j, alors V, est minimum pour J = 9 et Vo ~ 1.245.

o Si 7 = (1/j)/7, alors V; est minimum pour J = 15 et V45 ~ 1.117.

Application 2 : Un estimateur a noyau pour estimer les quantiles tres extrémes

Adapter I'estimateur de Weissman (1978) au cas conditionnel.

Gn' (Balx) = Gn(calx)(cvn/Ba) ",

avec §n(an|x) est I'estimateur précédent et 4,(x) un estimateur de v(x).

Loi asymptotique de gy’ (Ba]x), ( )
@ a, — 0 telle que nh?a, — oo et nh?* 2w, log?(a,) — 0 quand n — oo.

o /nhda, (Fa(x) — v(x)) =5 N (0, v3(x)) avec v(x) > 0.
8 Si B/, — 0 alors, pour tout x € R? tel que g(x) > 0,

Vnhda, (@Y (Balx g
e (Zn((ﬂﬁnlL)) B 1) = (0.09).
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Experience numérique

@ On génere m = 100 réplications d'un échantillon {(Xi, Yi),i=1,...,n}
de taille n = 500 suivant la loi du couple (X, Y) € R x R ou X ~ U[0,1]
et dont le quantile conditionnel de Y sachant X = x est donné par

—v(x)/p(x)
q(an|x) = (aﬁ(x) - 1) T o on fixe p(x) = =2 (Loi de Burr).

9 But : estimer le quantile extréme conditionnel d’ordre 1/2n.
On estime g(1/2n|.) par gy’ (1/2n].).

@ On utilise un noyau d’expression

[

2
K(x) = 1—2 (1 — x2) Ifx<1y (noyau biquadratique).

@ On choisit le parameétre de lissage par validation croisée suivant le critere
n n - >
hey — i {1 v — Fos Y-X,-} Yao (1999
arghe[gg)gjl/q;; (vizvy — Fo—i (Yi1X) | (Yao (1999))

oti F, _; est I'estimateur de F calculé 3 partir de I'échantillon
{(Xk, Y«), k =1,...,n} privé de sa iéme observation (X;, Y;).




Illustration par simulation

Experience numérique

@ La fonction indice de queue conditionnelle est définie par
11 11 1 )
x €[0,1] = v(x) = 5 (E + sin (7rx)) (E e (—64(x —1/2) )> .
& Pour estimer (x) on pose 7; = (1/)Y/? et on fixe J = 15.

La fonction v(x)




Graphique des moyennes de Hill en fonction de a,.

— x=068 — x=051 — x=0.10
4t (x) en ordonnée, av, en abscisse et y(x) en trait interrompu

00 02 0.4 0.6 0.8 10




Illustration par simulation

Comparaison des estimateurs de I'indice de queue (x) sur une grille réguliére.

— «, = 0.250 — Traits interrompus: les moyennes de 45 (x) — Gauche : ler
décile de I'erreur L, — Centre : médiane de I'erreur L, — Droite : 9éme décile de
I'erreur L.




Illustration par simulation

Comparaison des estimateurs de I'indice de queue (x) sur une grille réguliére.

— a, = 0.50 — Traits interrompus: les moyennes de 4}!(x) — Gauche : ler
décile de I'erreur L, — Centre : médiane de I'erreur L, — Droite : 9éme décile de
I'erreur L.




Illustration par simulation

Comparaison des estimateurs de I'indice de queue (x) sur une grille réguliére.

— «, = 0.75 — Traits interrompus: les moyennes de 4!!(x) — Gauche : ler
décile de I'erreur L, — Centre : médiane de I'erreur L, — Droite : 9éme décile de
I'erreur L.




Illustration par simulation

Comparaison du meilleur des cas de trois estimateurs de quantiles extrémes

av(1/2n|.) (an =0.25) — gV (1/2n].) (n = 0.50) — Gy’ (1/2n].)
(an = 0.75) — (xxx): nuage de points — Traits interrompus : les moyennes de

g (1/n].).




Perspectives

Perspectives

@ Choix automatique de a, dans la pratique.

@ Extension de I'étude asymptotique de I'estimateur a noyau de la fonction
de survie conditionnelle dans un contexte plus général.

@ Définition d'autres estimateurs de I'indice de queue et de quantiles
extrémes conditionnels.

@ Normalité asymptotique quel que soit la structure de dépendance des
données (ex. cas a-mélangeant).
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