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Hydrologie

En fonction de la localisation géographique x, les précipitations sont modélisées
par une variable aléatoire Y. On dispose de Yi, ..., Y, hauteurs de
précipitations annuelles respectivement en n lieux xi, ..., X, déterministes.
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9 Calculer pour une probabilité p < 1/n, une hauteur de précipitation h
extréme en un lieu x vérifiant P(Y > h|x) = p.
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Hydrologie

En fonction de la localisation géographique x, les précipitations sont modélisées
par une variable aléatoire Y. On dispose de Yi, ..., Y, hauteurs de
précipitations annuelles respectivement en n lieux xi, ..., X, déterministes.

Probleme :

9 Calculer pour une probabilité p < 1/n, une hauteur de précipitation h
extréme en un lieu x vérifiant P(Y > h|x) = p.

<

Difficultés :

9 La fonction de survie conditionnelle P (Y > h|x) est inconnue et difficile a
estimer au-dela de I'observation maximale.

@ La hauteur de précipitation h est une fonction de x.




Cadre d'étude statistique

Modele a plan fixe (design fixe)

@ Y € R est une v.a associée a une covariable non-aléatoire x € E.
9 E désigne un espace métrique muni d'une distance d.

@ E peut étre de dimension infinie.
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@ Y € R est une v.a associée a une covariable non-aléatoire x € E.
9 E désigne un espace métrique muni d'une distance d.

@ E peut étre de dimension infinie.
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But

Estimer pour tout x € E et tout a — 0 le réel g(«, x) defini par
P(Y > g(a,x)|x) = a,

lorsque la fonction de répartition conditionnelle est dite a queue lourde, i.e pour
tout A > 0, (se référer 2 Bingham, Goldie et Teugels (1987))

o q(Aanx)
o q(a, x) =A ’ (1)

@ v(x) > 0 est une fonction inconnue de la covariable x appelée “indice des
valeurs extrémes conditionnel” (Gardes et Girard (2008)).

9 g(a, x) : “quantile extréme conditionnel” d'ordre 1 — a.
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Méthode

@ On dispose d'un échantillon {(Yj,x;),i =1, ..., n} d'observations
indépendantes.

@ On veut construire en un point x € E un estimateur du quantile
conditionnel g(a, x) lorsque @ — 0.

@ Comme l'illustre ce graphique, en ordonnée on a la variable d'intérét et en
abscisse la covariable. Ici E = [0, 1] et x = 0.37 (en trait interrompu).




Méthode d’estimation

Méthode

@ On utilise une méthode de fenétres mobiles.

@ B(x, ) : le rayon de la boule est choaisi tel que rp,x — 0 quand n — co.
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Méthode

@ On ne sélectionne que les observations Y; pour lesquelles x; € B(x, rn,x).

@ On note par {Zi(x),i =1, ..., mnx} ces observations et
Zimp o (X) < oo £ Zyy o mn o (X)) les statistiques ordonnées correspondantes.

10
I

- .
£
P
¥ ¥ i * R
e L & .
* * | * * ok KK
* . ;%q i : T LI
* * g *he * 5
A o 4t .
tated o Lk .

iy




Méthode d’estimation

@ Trois situations en fonction de la vitesse de convergence de am, , vers 0.



Estimateurs et lois asymptotiques

Convergence ‘lente” de am, , vers 0, i.e am,, — 0 et m, v, , — 0.

Quantile théorique d'ordre o = 10/100 =
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Estimateurs et lois asymptotiques

Situation (S.1) Convergence “lente” : am,, — 0 et myxam, , —

Estimateur

al(amn,x’ X) = Zmn,x* Lmn,xammxj+1,mn,x(x)' (2)

Loi asymptotique (Gardes, Girard & Lekina (2008))

Sous I'hypothése que g(., x) soit a variations réguliéres d’indice —vy(x) (cf.
équation ( )) et sous des conditions de régularités (du quantile conditionnel)

(Mo xatmy)? (M 1> £ N (0.7°(x).

(a0 x)
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Estimateurs et lois asymptotiques

Situation (S.1) Convergence “lente” : am,, — 0 et myxam, , —

Estimateur

al(amn,x? X) = Zmn,x* Lmn,xammxj+1,mn,x(x)' (2)

Loi asymptotique (Gardes, Girard & Lekina (2008))

Sous I'hypothése que g(., x) soit a variations réguliéres d’indice —vy(x) (cf.
équation ( )) et sous des conditions de régularités (du quantile conditionnel)

(Mo xatmy)? (M 1> £ N (0.7°(x).

(a0 x)

@ La variance asymptotique est inversement proportionnelle a am, ...

@ La variance asymptotique croit avec I'indice de queue v(x).
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Estimateurs et lois asymptotiques

Convergence “rapide” de a, , vers 0, i.e am,, — 0 et m, xoum,, — ¢ > 1.

Quantile théorique d’'ordre o = 1/100
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Estimateurs et lois asymptotiques

Situation (S.2) Convergence “rapide” : am,, — 0 et myxam, , — ¢ > 1.

al(amn,x? X) = Zmn,x* Lmn,xammxj+1,mn,x(x)'

Loi asymptotique (Gardes, Girard & Lekina (2008))

Sous I'hypothése que g(., x) soit a variations réguliéres d’indice —y(x) et sous
des conditions de régularités (du quantile conditionnel)

(M _ 1) £, €(c,7(x)

q(amn,x ) X)

ou & (c,7(x)) est une loi non dégénérée et non gaussienne.




Estimateurs et lois asymptotiques

Situation (S.2) Convergence “rapide” : am,, — 0 et myxam, , — ¢ > 1.

al(amn,x? X) = Zmn,x* Lmn,xammxj+1,mn,x(x)'

Loi asymptotique (Gardes, Girard & Lekina (2008))

Sous I'hypothése que g(., x) soit a variations réguliéres d’indice —y(x) et sous
des conditions de régularités (du quantile conditionnel)

(M _ 1) £, €(c,7(x)

q(amn,x ) X)

ou & (c,7(x)) est une loi non dégénérée et non gaussienne.

@ L'estimateur §i(oum,,,x) n'est pas consistant en un certain sens i.e

671 (Olmmx ) X)

ne converge pas en probabilité vers 1 [consistance faible].
q(amn,x7 X)




Estimateurs et lois asymptotiques

Convergence “tres rapide” de am,, vers 0, i.e

Qm,, — 0 et myxtm,, — c €[0,1[.

Quantile théorique d’ordre oz = 0.1/100 = 0.001




Estimateurs et lois asymptotiques

Situation (S.3) Convergence “trés rapide” de am, , vers 0 :

Om, x — 0 et myxam,, — c €[0,1].

Estimateur (Weissman (1978))

ﬁm ’AYn(X)
G2(aum, ., X) = 311(13mn,x7x)<¢) : (3)

amn,x

9 fm,, satisfait (S.1).
@ Ap(x) est un estimateur de I'indice des valeurs extrémes conditionnel,
(Beirlant et Goegebeur (2002) & Gardes et Girard (2008)).




Estimateurs et lois asymptotiques

Situation (S.3) Convergence “trés rapide” de am, , vers 0 :

Om, x — 0 et myxam,, — c €[0,1].

Estimateur (Weissman (1978))

ﬁm ’AYn(X)
G2(aum, ., X) = 311(13mn,x7x)<¢) : (3)

amn,x

9 fm,, satisfait (S.1).
@ Ap(x) est un estimateur de I'indice des valeurs extrémes conditionnel,
(Beirlant et Goegebeur (2002) & Gardes et Girard (2008)).

9 L'estimateur §2(., x) dépend non seulement de la statistique d'ordre
§1(., x) mais aussi de I'estimateur d'indice de queue 4,(x).




Estimateurs et lois asymptotiques

Situation (S.3) Convergence “trés rapide” de am, , vers 0 :

&m, . — 0 et mpcam, , — c € [0, 1[.

Loi asymptotique (Gardes, Girard & Lekina (2008))

Si la suite B, , satisfait (S.1) et s'il existe une suite positive v,(x) et une loi D
telle que

Va(x) (Bin(x) = 7(x)) —=D,

alors, deux situations se présentent :

(i) Soit la loi asymptotique découle de Gi(Bm, ., x) et nous avons

(mn,Xamn,x)1/2 <q2(ammX7X) - 1) L)N (0,’)’2()())
q(amn,x7x)
(ii) Sinon, elle provient de 4,(x) et nous avons

Vi(x) Ge(am ) 1\ £,
108 (B, /@) <q<amn,x,x> 1) &
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Simulations

@ La famille d'estimateurs proposée par Gardes et Girard (2008)

kn,x

k,
Zm —i m =
An(x, W) = ilog (7“) W (i/knpsX) | > W(i/kne, X)
i=1

- Zm —i,m
=il n,x sMnp x

o W(., x) est une fonction de poids définie sur ]0, 1[ dont I'intégrale vaut 1.
9 kn,x = mﬂ,Xﬁmn,X'
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Simulations

@ La famille d'estimateurs proposée par Gardes et Girard (2008)

k, k,
2
An(x, W) = ilog (7“> W (i/knpsX) | > W(i/kne, X)
i=1

- Zm —i,m
=il n,x sMnp x

o W(., x) est une fonction de poids définie sur ]0, 1[ dont I'intégrale vaut 1.
9 kn,x = mn,xﬁmn,x-

9 Le choix des parametres r, x et Bm,, est un probleme délicat.

9 Si W(.,x) =1, alors
Kn,x
. ~ 1 ~ .
’Y”(X) = ’Yn(X7 1) = m Z; ! IOg (Zmn,x*H’l-,mn.x/Zmn.x*"»mn.x)7
c'est |'estimateur de Hill (1975) adapté au cas conditionnel.




Simulations

@ La famille d'estimateurs proposée par Gardes et Girard (2008)

k, k,
. 2 Ziy o—it1,mp 2
An(x, W) =) ilog (7> (i/ knyx, X) Z W (i/knx, x) ,

- Zm —i,m
=il n,x sMnp x

o W(., x) est une fonction de poids définie sur ]0, 1[ dont I'intégrale vaut 1.
9 kn,x = mn,xﬁmn,x-

9 Le choix des parametres r, x et Bm,, est un probleme délicat.
9 Si W(.,x) =1, alors
Kn,x

“ . 1 .
’Y”(X) = ’Yn(X7 1) = k_ Z ! IOg (Zmn,x*H’l-,mn.x/Zmn.x*"»mn.x)7
X =
c'est |'estimateur de Hill (1975) adapté au cas conditionnel.
o En posant W(s, x) = —log(s), on retrouve |'estimateur de Zipf (Schultze
et Steinebach (1996) & Kratz et Resnick (1996)) adapté au cas
conditionnel. J




Simulations

@ Soit E = [0, 1], on définit la fonction

0 B i ) = % <% i (ﬂx)) (% - %exp (~64(x - 1/2)2)) .

- -
Allure de la fonction ~(x)
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Illustration par simulation

Simulations

9 On simule un échantillon {(Yj, x;),i =1, ..., n} de taille n = 1000 dont le
quantile conditionnel est défini par

1 —(x)
g(a, x) = { log (1—)} (Loi de Fréchet).
-«
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@ On choisit arbitrairement les paramétres (3, , et ryx :

B = 0.25 et ryx = 0.1.




Illustration par simulation

Simulations

9 On simule un échantillon {(Yj, x;),i =1, ..., n} de taille n = 1000 dont le
quantile conditionnel est défini par

1 —(x)
g(a, x) = { log (1—)} (Loi de Fréchet).
—a
@ On choisit arbitrairement les paramétres (3, , et ryx :
B = 0.25 et ryx = 0.1.

@ On utilise I'estimateur

ﬁm ) Fn(x)

amn,x

372(0‘mn,x7><) = E]l(ﬁmnyx,x) <

o W(s,x) = —log(s) (en magenta) et W(s,x) =1 (en rouge).



Illustration par simulation

(S.1) Estimation du quantile théorique d’ordre oz = 10/100 = 0.1 avec §z(c, x)

— Go(a, .) avec W(s,x) = —log(s) et — go(ev,.) avec W (s, x) = 1.




Illustration par simulation

(S.2) Estimation du quantile théorique d'ordre o = 1/100 =

— Go(a, .) avec W(s,x) = —log(s) et — go(ev,.) avec W (s, x) = 1.

25
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Illustration par simulation

(S.3) Estimation du quantile théorique d’ordre a = 0.001 avec Gz

— Go(a, .) avec W(s,x) = —log(s) et — go(ev,.) avec W (s, x) = 1.
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