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A la recherche d’une regle de decision universelle
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Tracez la frontiere de décision entre ces deux classes ?
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Introduction

c’est plus facile...
...avec un peu plus de points
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Tracez la frontiere de décision entre ces deux classes ?
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Introduction : le plan

Discrimination par SVM

Une solution
= Quels criteres ?

(1) Fidélité
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Introduction : le plan

Discrimination par SVM

Une solution
= Quels criteres ?

(1) Fidelité
(2) Régularité

(3) Décision locale
(4) Points frontiere
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Fidelité

'echantillon (z;,:),_, ,,
y; € {—1,1} (codage -1/1)
la fonction de décision : signe(f(x;))

(f fonction de discrimination)
F=A{z| f(x) =0} : frontiére de décision.

Bien classer tout le monde :
signe(f(z,)) =y i=1,n

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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'echantillon (z;,:),_, ,,
y; € {—1,1} (codage -1/1)
la fonction de décision : signe(f(x;))

(f fonction de discrimination)
F=A{z| f(x) =0} : frontiére de décision.

Bien classer tout le monde :
signe(f(a:i)) = VY 1= 1,n critére non dérivable

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Fidelité

'echantillon (z;,:),_, ,,
y; € {—1,1} (codage -1/1)
la fonction de décision : signe(f(x;))

(f fonction de discrimination)
F=A{z| f(x) =0} : frontiére de décision.

Bien classer tout le monde :
signe(f(:z:i)) = VY 1= 1,n critére non dérivable

flx:)y; >0 1=1.n solution triviale f = 0

flx:)y: > k k>0,1=1n

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Fidelité

'echantillon (z;,:),_, ,,
y; € {—1,1} (codage -1/1)
la fonction de décision : signe(f(x;))

(f fonction de discrimination)
F=A{z| f(x) =0} : frontiére de décision.

Bien classer tout le monde :

signe(f(a:i)) = VY 1= 1,n critére non dérivable
flx:)y; >0 1=1.n solution triviale f = 0
Marge T/

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Fidélité et marge

flx)y; >k k>0, 1=1n
F ={z| f(x) =0} : frontiere
Marge :

min d(F, z;) = min f(z;)y;

1=1n 1=1,n

Bien classer tout le monde (k= 1) :

flz)y; > 1 i=1,n

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Fidélité et marge

flx)y; >k k>0, 1=1n
F ={z| f(x) =0} : frontiere
Marge :

min d(F, z;) = min f(z;)y;

1=1n 1=1,n

Bien classer tout le monde (k= 1) :

f(zi)y > 1 1=1,n

1 est la marge minimale

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Fidéelité et droit a I’erreur

flx)y; > 1 i=1,n
Introduisons une variable d’ecart &;

Bien classer a peu prés tout le monde :

f(zi)y > 1 =& &E>0,1=1,n

ou &; est une variable d’ecart

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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Fidéelité et droit a I’erreur

fledyy>1-&  §>0,i=1n
Introduisons une variable d’ecart &;

Bien classer a peu prés tout le monde :

fam=1() 60, 0=t
J

[ T

ou &; est une variable d’écart
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Fidéelité et droit a I’erreur

flx)y: > 1 =& §&>0,1=1n
Introduisons une variable d’ecart &;

n
min Z &
©o=1

Bien classer a peu prés tout le monde :

fam=1() 60, 0=t
J

[ T

ou & estune variable d’écart & =0; &>1 ; 0<¢& <1
N —

mal classé

(1) Fidélité | - (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Réqgularité

les deux solutions verifient §;, =0, it = 1,n

F
solution réluliére
= solution irréguliére

par exemple
« I'énergie » de f : la norme de sa dérivée (cf les splines)

(1) Fidélite - (3) Décision « locale »
(2) Régularité | - (4) Points « frontiere »
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les deux solutions verifient §;, =0, it = 1,n

F
solution réluliére
= solution irréguliére

par exemple
« I'énergie » de f : la norme de sa dérivée (cf les splines)
la longueur de f - |la taille du code calculant f
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F
solution réluliére
= solution irréguliére

par exemple
« I'énergie » de f : la norme de sa dérivée (cf les splines)
la longueur de f - |la taille du code calculant f
une norme de f au sens de H (défini a priori) : || f||%
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Réqgularité

§i>0,i:1,n

F
solution réluliére
= solution irréguliére

par exemple
« I'énergie » de f : la norme de sa dérivée (cf les splines)
la longueur de f - |la taille du code calculant f
une norme de f au sens de H (défini a priori) : || f||%
un terme de régularisation : une fonctionelle positive assurant
I'unicité de la solution
(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
(2) Régularité | - (4) Points « frontiere »
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Comment choisir H ('ensemble des hypotheses ?)

1. H doit étre un espace vectoriel
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Comment choisir H ('ensemble des hypotheses ?)

1. H doit étre un espace vectoriel

2. f(x) doit avoir un sens...
0, : H R

—
—

L? ne convient pas!
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Comment choisir H ('ensemble des hypotheses ?)

1. H doit étre un espace vectoriel

2. f(x) doit avoir un sens...
0, : H — IR
for— df=f(x)
L? ne convient pas!
3. la fonctionnelle d’évaluation doit étre continue (6, € H') :

fo St =Vr € X, fu(z) - t(z)

dans le cas général, ce n’est pas la convergence uniforme
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Comment choisir H ('ensemble des hypotheses ?)

1. H doit étre un espace vectoriel

2. f(x) doit avoir un sens...
0, : H — IR
for— df=f(x)
L? ne convient pas!
3. la fonctionnelle d’évaluation doit étre continue (6, € H') :

fo 2 t=Vz € X, fo(z) - t(2)

dans le cas général, ce n’est pas la convergence uniforme

(1) + (2) + (3) & H est un espace a noyau reproduisant :
pas nécessairement de Hilbert
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H : un espace a noyau reproduisant

H espace vectoriel d’évaluation = il existe un noyau K (s, t)

Cas Hilbertien

Cas general

g

gL M
9(%k Vlz
M J—->5
K(s,t) = (5" (95), %(53))/\4,%
i
fonctions

Géneéralisation des noyaux reproduisants et de Schwarz
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Construction de H dans le cas Hilbertian a partir de L?

soit S un operateur linéaire de L? sur R™
soit I'(¢,7) une fonction de deux variables, I'(¢,.) =T'; € L?

S L7 — ]RX opérateurde Carleman
f — g(t) = = [ T(¢ ) dr

Apprentissage, reproduction, régularisation et noyaux séparateur a vaste marge (SVM) — p.11/25



Construction de H dans le cas Hilbertian a partir de L?

soit S un operateur linéaire de L? sur R™
soit I'(¢,7) une fonction de deux variables, I'(¢,.) =T'; € L?

S L7 — ]RX opérateurde Carleman
f — g(t) = = [ T(¢ ) dr

a partir de .S nous définisions H = I'm(S)
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Construction de H dans le cas Hilbertian a partir de L?

soit S un operateur linéaire de L? sur R™
soit I'(¢,7) une fonction de deux variables, I'(¢,.) =T'; € L?

S L7 — ]RX opérateurde Carleman
f — g(t) = = [ T(¢ ) dr

a partir de .S nous définisions H = I'm(S)

K(s,t) = /F(t,T)F(s,T) dr = (I'(t, 7)I'(s,7))r2 = (ST(t, 7)ST (s, 7)) 1

lgll3; = 1S F15 = 1172 = 1| 57 gllz
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Construction de H dans le cas Hilbertian a partir de L?

soit S un operateur linéaire de L? sur R™
soit I'(¢,7) une fonction de deux variables, I'(¢,.) =T'; € L?

S L7 — ]RX opérateurde Carleman
f — g(t) = = [ T(¢ ) dr

a partir de .S nous définisions H = ]m(S)

K(s.1) = !/ﬁxu ) dr = _ (ST(t,7)ST (5, 7))

lgll3; = 1S F 15 = IF172 = IKS™ gl <[ B f 11z

S = p~
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Construction de H dans le cas Hilbertian a partir de L?

soit S un operateur linéaire de L? sur R™
soit I'(¢,7) une fonction de deux variables, I'(¢,.) =T'; € L?

S L7 — ]RX opérateurde Carleman
f — g(t) = = [ T(¢ ) dr

a partir de .S nous définisions H = ]m(S)
K(s.1) = / D(t.7)D(s.7) dr = _ (ST(t,7)ST (5, 7))

lgll3; = 1S F 15 = IF172 = IKS™ gl <[ B f 11z

S =p!

L? étant separable #H I'est aussi : il exite une base dénombrable telle

que K(z,y) = ®(z)®(y)
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frame - structures obliques

Famille « interprétable de fonctions » {gpk}keN
base + dependance + redondance

representation

(f 0 )

1

f=

©.@)
k:
©* . frame dual

exemple : les ondelettes

bonnes proprietés statistiques - mais une infinité de terme'!
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construction de frame apprenables (de noyau)

Operateur de Carleman

Meyer Wavdloh Kernd Ky | S . L2 — RX
‘ | f — Sf:fF(T,t)f(T)dT

— H =1Im(S)
= [ T(s,7)T(7,t) dr

Noyaux d’ondelettes

— ¢; frame de L, ¢, = S,
— ; frame de [m(S)

— K(s,1t) Z%

La fonction I'" est représentée par une matrice
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|’astuce du noyau

Si K est un noyau defini positif d’'un k.r.n.s. separable, il existe une

famille (¢;)..,

orthonormée telle que :

Ky(xy) =Y ¢;(x) (1)

1€J

toute fonction f € ‘H s’écrit alors :

n
Z w;p; (x Z a; Ky (x,%;)
Jj€J 1=1
1/ = w'w — a'Ka

ou K est la matrice de Gram.

Kij = Ky (Xi, x;)

(1) Fideélité - | (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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|’astuce du noyau

Si K est un noyau defini positif d’'un k.r.n.s. separable, il existe une

famille (¢;)..,

orthonormée telle que :

Ky(x,y) = > _ ¢; (x) 2)

J€J

toute fonction f € ‘H s’écrit alors :

n

— ijgbj = Z a; Ky (%, x;)

1€J

1115 = @ ‘

ou K est la matrice de Gram. dim oo dim n

K;; = Ky (Xi,%;)

(1) Fideélité - | (3) Décision « locale »
(2) Regularité - (4) Points « frontiere »
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lllustration : le cas de I’'ACP...

Nouvelles variables... | IeS
e x variables...

) X"XouXX'T

ou les
Individus

XX
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La matrice de Gram : illustration

& " * 50
W 1T o
* '1"!“ ‘s - . 0, o

‘l'l- s oy s °°°

.; - - * *" ” & 0 100—_- ot : r- l- o IF __-. P
y el ’0 8% oy EHG

%o

200

50 100 150 200

4 classes de 60 points chacune K matrice de gram associée

i — |°

b

Kij — eXP —
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Régularité et marge

erreur empirique

(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
(2) Régularité | - (4) Points « frontiere »
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Régularité et marge

Cas linéaire : quelle solution choisir ?

o e
“EER flay > 1
— soluion 3 4
o o ) minZ@
’ o "=l
min | |5

P(err) < ) Lesigneswzn} ¢ (malrge)
=1

1
\ J/
v

erreur empirique

minimiser IP(err) < maximiser la marge

Appren

(1) Fidélité - (3) Décision « locale »

(2) Regularité

ISsage, reproduction, regularis

- (4) Points « frontiére »

tion et noyaux séparateur a vaste marge (SVM) — p.17/25



Régularité et marge

Celle qui maximise lamarge

o0 flz)y; > 1 —¢; & >0,1=1,n

erreur empirique

minimiser IP(err) < maximiser la marge
maximiser la robustesse < maximiser la marge

(1) Fidélite - (3) Décision « locale »
(2) Régularité | - (4) Points « frontiere »
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Régularité et marge

Valeur de lamarge dans le cas monodimensionnel

X w'x=0} f(xz)yz > 1 — fz fz > 0, Z — 17n
n
00 00 +1 minzgi
: - o Lo=1
o0
N0 C 0 min [|f|l3, & minZw?
f w4 "
J:

P(err) < ) Lesigne sz} ¢ (malrge)
=1

1
\

erreur empirique
minimiser IP(err) < maximiser la marge
maximiser la robustesse < maximiser la marge
maximiser la marge < minimiser ||w||?

(1) Fidélite - (3) Décision « locale »
(2) Régularité | - (4) Points « frontiere »
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Normes...

\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

sooito's(gblj);ejz une base orthonormé de fonctions (polyndmes, fourier, ondelettes...)
flx) =) wip;(z)
j=1

I'ensemble des hypotheses est alors de la forme

H=<7f|f(z)= ij¢j(fﬂ)

f est « linéaire » en ¢ et non linéaire en x
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Ensemble d’hypotheses + Critere = Le probleme svm

m nsup
H = {f :R* - R|Ja,c; f(x) = chgoj(x) + ZagKb(X,Xg)}

j=1 /=1
Ou ngyp €st le nombre de vecteurs supports
probleme de minimisation sous contraintes :

;

W

n
min %WTW4—C§ &
i=1

. (3)
avec yf(x)>1—& i=1,n

et & >0 1 =1,n

\

ou: f(x) =Y wygr(x) + ch%(x)

(1) Fideélité - | (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Ensemble d’hypotheses + Critere = Le probleme svm

m nsup
H = {f :R* - R|Ja,c; f(x) = chgoj(x) + ZagKb(X,Xg)}

j=1 =1

Ou ngyp €st le nombre de vecteurs supports
probleme de minimisation sous contraintes :

< w 1=1 . (4)
avec yf(x)>1—& i=1,n
| et & >0 1=1.n
ol : f(x) =Y wpdr(x) + » ¢ipi(x)
b1 =1

(1) Fidélité - | (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontiere »
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Minimisation sous contraintes (cas separable)

min J(x) dans le domaine admissible

avec yf(x))>1 i=1n
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Minimisation sous contraintes (cas separable)

min J(x) dans le domaine admissible

1, T

min SW W
avec yf(x))>1 i=1n

<~
min max ,C(W, C, )\) Lagrangien
w,c A\
n
Iwi> = > x (wf () = 1)
1=1

N~

les exemples
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Minimisation sous contraintes (cas separable)

min J(x) dans le domaine admissible

351 ‘ /;’;’::;Z;, / 1 T

| i min ;W w
avec yf(x))>1 i=1n
<~
min max ,C(W, C, )\) Lagrangien
w,C A

Z @(yzf(xz) — 1)
@

les exemples

Multiplicateur de Lagrange \; = influence de I'exemple ¢ dans la solution
interpretation : \; = 0 — pas d'influence Ai > 0 — exemple support
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Reformulation dans I'espace des exemples

1 n

dont on tire les conditions de Kuhn et Tucker :
% n

([ 0L(w,c,\) _ 0 W — Z)\iinb(Xi) = 0

WETCAMSY S o

\ oc = 0 Z)\iyiSﬁ(Xi) = 0
conseguence pour f : L

o0 ) N
f(x) = Zwk¢k(x) = S: ( D )\z'yiﬁb(Xi)) Pr(x)

k=1 k;l 1=1 o

- Z&Z dr(x)$(x:)

Kp(x,%;)
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Reformulation dans I'espace des exemples

1 n

dont on tire les conditions de Kuhn et Tucker :

)
( _
a‘c(gv C, )‘) — W — 2; )\zyz¢(xz) = 0
W 1=
| 0L(w,e,h) T &
T 0 | Dhwe) =0
1=1
conseguence pour f :
00 00 N
F(x) =) wigp(x) = ( . Ai?m(xi)) D1 (%) Stratégie
=t kffl = 00 calcul de K
— iV ¢k(X)¢(X7;) calcul des \
; 0 kzz:l calcul des a

Ko (x,%;) calcul de f
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calcul des X : probleme Dual (2)

( min l)\TH)\ +c' )\

{ avec Z)‘Z%% (z;) =0 j=1,m

et O<)\ <C 1 =1,n

\

ou H est la matrice de terme général
Hi; = vy, Kp(Xi, %)
et ¢ un vecteur de 1.

Domaine admissible

Reformulation de Girosi (97)

min || £ (%) = yill3 + 1) lail
1=1

(1) Fidelité - (3) Décision « locale »
(2) Regularité - | (4) Points « frontiére »
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Solution pratique : Parametres de réegularisation

epsilon = 0.05
15¢ P @ P
14¢ o) @) @) \o @) ¢) @) @) 4

S 050 ] b:métrique

p=

o o o o 4 C : des erreurs ?

1/sigma?
[EnY
)
T
O
(@)

o o o o oo ¢ = laspan bound

6 9\0 (@) (@) (@) (@) O (©) O O O (@] (@) (@) (@) 4
56 vt N &
15 20 25 30

Estimation du taux d’erreur en fonction des hyperparametres.

SVMtoolbox : une demo?
[xsup, w, w0, tps, alpha] = svmclass(Xapp, yi, C,lambda, kernel, kerneloption, 1, pht);
ypred = svmval(Xtest, zsup, w, w0, kernel, kerneloption);
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Conclusion

SVM les principes
Noyaux : unversel
Marge : minimum global unique
Parcimonieux : I'influence de chaque exemple

SVM et les autres
SVM vs Réseaux de neurones (PMC) : optimisation
SVM vs Parzen : parcimonie (L? vs L)
SVM : des résultats (vision, génomique, texte)

les questions sur les SVM
le multiclasse
comment choisir le noyau ?

comment définir la distance entre deux points ?
noyaux non symetrique, non positifs ? d’autres criteres ?
lissage et detection de ruptures
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