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A la recherche d’une règle de décision universelle
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on cherche un algorithme

�

capable de résoudre
tous les problèmes
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erreur de bayes

Tracez la frontière de décision entre ces deux classes ?

. . Apprentissage, reproduction, . régularisation et noyaux. séparateur à vaste marge (SVM). – p.2/25



Introduction

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

c’est plus facile...
...avec un peu plus de points

Tracez la frontière de décision entre ces deux classes ?
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Introduction : le plan
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1
Discrimination par SVM

Une solution

� Quels critères ?

(1) Fidélité

(2) Régularité

(3) Décision locale

(4) Points frontière
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Fidélité
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Discrimination par SVM

l’échantillon
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(codage -1/1)
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�� � � � � �
(

�

fonction de discrimination)��� � � � � � � � � � �

: frontière de décision.

Bien classer tout le monde :

signe
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(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontière »
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Fidélité et marge
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Fidélité et droit à l’erreur
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Régularité

solution rélulière
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: la norme de sa dérivée (cf les splines)
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une norme de au sens de (défini a priori) :
un terme de régularisation : une fonctionelle positive assurant
l’unicité de la solution
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Comment choisir

�

(l’ensemble des hypothèses ?)

1.

�

doit être un espace vectoriel

2. doit avoir un sens...

ne convient pas !

3. la fonctionnelle d’évaluation doit être continue ( ) :

dans le cas général, ce n’est pas la convergence uniforme

(1) + (2) + (3) est un espace à noyau reproduisant :
pas nécessairement de Hilbert
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Généralisation des noyaux reproduisants et de Schwarz
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�

dans le cas Hilbertian à partir de
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étant separable l’est aussi : il exite une base dénombrable telle
que
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frame - structures obliques

Famille « interprètable de fonctions »

�
���

�
� � ��

base + dépendance + redondance

représentation

� 


�
� � �

� �

 � �� �

� � : frame dual

exemple : les ondelettes

bonnes propriétés statistiques - mais une infinité de terme !

. . Apprentissage, reproduction, . régularisation et noyaux. séparateur à vaste marge (SVM). – p.12/25



construction de frame apprenables (de noyau)

Opérateur de Carleman
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Noyaux d’ondelettes
–

� � frame de

� 	

 � � 
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– � � frame de

� � � � �

–
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 � � 

�
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La fonction
�

est représentée par une matrice
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L’astuce du noyau

Si

�

est un noyau défini positif d’un k.r.h.s. séparable, il existe une
famille

�� � � � � � orthonormée telle que :

��� ��� 
 � � 
 � � �
� � ��� � � � � � � (1)

toute fonction

� � �

s’écrit alors :
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 � 
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où




est la matrice de Gram.

dim dim


� � � 
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(1) Fidélité - (3) Décision « locale »

(2) Régularité - (4) Points « frontière »
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Illustration : le cas de l’ACP...

X X’

X’X

X

Nouvelles variables...
par exemple x^2 !

les
variables...

� � �

où

� � �

ou les
individus
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La matrice de Gram : illustration
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4 classes de 60 points chacune
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matrice de gram associée
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Régularité et marge
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Régularité et marge

Cas linéaire : quelle solution choisir ?

Classe 1
classe2
solution 1
solution 2
solution 3
solution 4
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Régularité et marge

Celle qui maximise la marge
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Régularité et marge
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Normes...

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
Discrimination par SVM
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soit
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 � une base orthonormé de fonctions (polynômes, fourier, ondelettes...)
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�
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l’ensemble des hypothèses est alors de la forme
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est « linéaire » en

!

et non linéaire en "
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Ensemble d’hypothèses + Critère = Le problème SVM
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où �

sup est le nombre de vecteurs supports
problème de minimisation sous contraintes :
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(1) Fidélité - (3) Décision « locale »

(2) Régularité - (4) Points « frontière »
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Ensemble d’hypothèses + Critère = Le problème SVM
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Minimisation sous contraintes (cas séparable)
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Lagrangien

les exemples

Multiplicateur de Lagrange = influence de l’exemple dans la solution
interprètation : pas d’influence exemple support

. . Apprentissage, reproduction, . régularisation et noyaux. séparateur à vaste marge (SVM). – p.20/25



Minimisation sous contraintes (cas séparable)

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Minimum contrain

min J(x) dans le domaine admissible 

� ���
�

� 	 
 � 


avec � � � ��� � � � � � 
 �

 �

�

� ���
� � �

� � �

�

� � 

 �

� �

Lagrangien

� � 

 �

� � 


�
�

� 
 � 	 �

�
��� �
	 
� �

les exemples

� �
�� � � ��� � � � � �

Multiplicateur de Lagrange = influence de l’exemple dans la solution
interprètation : pas d’influence exemple support

. . Apprentissage, reproduction, . régularisation et noyaux. séparateur à vaste marge (SVM). – p.20/25



Minimisation sous contraintes (cas séparable)

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2
−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Minimum contrain

min J(x) dans le domaine admissible 

� ���
�

� 	 
 � 


avec � � � ��� � � � � � 
 �

 �

�

� ���
� � �

� � �

�

� � 

 �

� �

Lagrangien

� � 

 �

� � 


�
�

� 
 � 	 �

�
��� �
	 
� �

les exemples

� �
�� � � ��� � � � � �

Multiplicateur de Lagrange
�� = influence de l’exemple

�

dans la solution
interprètation :

�� � � � pas d’influence

�� � � � exemple support

. . Apprentissage, reproduction, . régularisation et noyaux. séparateur à vaste marge (SVM). – p.20/25



Reformulation dans l’espace des exemples
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Stratégie
calcul de
calcul des
calcul des
calcul de
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calcul des

�

: problème Dual (2)

lignes d’iso cout 

Domaine admissible 
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où
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est la matrice de terme général� � � 
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et � un vecteur de 1.
Reformulation de Girosi (97)
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(1) Fidélité - (3) Décision « locale »
(2) Régularité - (4) Points « frontière »
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Solution pratique : Paramètres de régularisation
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  6
6.1

�

: métrique

�

: des erreurs ?

� la span bound

Estimation du taux d’erreur en fonction des hyperparamètres.
SVMtoolbox : une démo ?� � ��� � �� � �� �� �� � � � � � � � svmclass
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Conclusion

SVM les principes
Noyaux : unversel
Marge : minimum global unique
Parcimonieux : l’influence de chaque exemple

SVM et les autres
SVM vs Réseaux de neurones (PMC) : optimisation
SVM vs Parzen : parcimonie (

� 	
�� � �

)
SVM : des résultats (vision, génomique, texte)

les questions sur les SVM
le multiclasse
comment choisir le noyau ?
comment définir la distance entre deux points ?
noyaux non symétrique, non positifs ? d’autres critères ?
lissage et détection de ruptures
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